Institutionen for matematik, KTH,
Bjorn Gustafsson

Tentamensskrivning, 2007-05-31, kl. 8.00-13.00.

5B1215 Matematiska metoder for ME, del 3
samt 5B1301 Matematik f.k. for K

e Tillatet hjdlpmedel: Formelsamlingen BETA.

e Tentamen bestar av 5 uppgifter, som var och en bedéms med 0-4 poang. Betygsgranserna,
for den totala podngsumman inklusive bonus, ar 9 (betyg 3), 13 (betyg 4) och 17 (betyg 5).

1. Bestdm losningen u = u(x, t) till foljande begynnelse/randvéirdesproblem for en svingande
strang av langd .
0?u 0%u .
w:4@ for O<.T<7T, t>0,
uw(0,t) = u(m,t) =0 (t >0),
u(z,0) = 5sin 3z (0 <z <m),
Ju

E(w,()) = 8sindx (0 <z <m).

2. a) Laplaceoperatorn i poldra koordinater (7, p) ges av

Pu  10u 1 9%

Ay= 8 200 2 O
Y 8T2+r87"+7’28902’

dar u = u(r, ¢). Bestam (med hjalp av variableseparation osv.) den allménna 16sningen
till Laplaces ekvation Au = 0 i cirkelskivan 0 < r < 1.

b) Bestam alla losningar till randvardesproblemet (av “Neumanntyp”)

ou

{Au =0 i cirkelskivan 0 <7r <1,
ar

(1,) = 2cos? 3¢ — 2sin? .

3. Bestdm med hjélp av potensserieansats av typen
o0
y(x) =a" Zanx”,
n=0

dér ag, a, as, ... obestdmda koefficienter (ay # 0) och r ett obestamt tal, tva linjart
oberoende 16sningar till ekvationen

2%y — (5 + 2°)y + (5 + 37)y = 0.

Den ena l6sningen ska bli ett polynom och fér den andra ricker det att ta med de fyra
forsta termerna skilda fran noll.



4. Lo6s begynnelseviardesproblemet

otox e

Pu _ 90y for —oco<xr<oo, t>0,
u(z,0) = e~ 4l (—o0 < & < 0)

for u = u(z,t) genom att Fouriertransformera med avseende pé x.

Skissera sedan for nagra olika t-varden (t.ex. t = —1,0, 1,2) losningens u(x,t) utseende som
funktion av x. P4 grundval av resultatet, vilken ekvation skulle du séga att var
differentialekvation ar mest besldktad med: vagekvationen, virmeledningsekvationen eller
Laplaces ekvation?

5. Betrakta det reguldra Sturm-Liouville-problemet pa intervallet 1 < x < 4,

(14 22y (x)) + Xey(x) =0 (1 <z <4),
y(1) = y(4) = 0.

Som bekant finns det losningar (utéver den triviala 16sningen y = 0) endast for vissa viarden
pé A, oandligt ménga: A\ < Ay < .... Lat y, vara en icke-trivial 16sning (egenfunktion)
horande till \,, (egenvérdet).

a) Visa att y,, och y, ar ortogonala med avseende pé viktsfunktionen e* da m # n:

/1 Yo (@)n(2)ePdz = 0 (m £ ).

Ledning: Man kan borja exempelvis med att omforma uttrycket A, f14 Ym ()Y (z)e"dx
med hjalp av differentialekvationen.

b) Det foljer fran den allménna teorin att {y, } bildar ett fullstdndigt ortogonalsystem pa
intervallet 1 < x < 4, dvs att varje funktion f sddan att f14 |f(z)]?e*dr < oo kan
utvecklas i en serie

fla) =" Anyn(z).
n=1
Hérled en formel for koefficienterna A,, i denna utveckling.

Anm: a) och b) kan 16sas oberoende av varandra.

LYCKA TILL!



