Partiella differentialekvationer for ME SF1648

och K SF1641

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2008-03-11

1) Losning

o
Frobeniusansatsen y(x) = 2" Y a,z" insatt i differentialekvationen ger

n=0

922y + 92y + 2y = Z In+r)(n—+r—1)aa™"

n=0

+Zg<n+r)anmn+r+l+Z2an$n+'f‘ — 0

n=0 n=0
N J

~
n+l—n

Omindiceringen ger oss

o0

n=0 n=1

Hér ser vi att indexekvationen (n = 0) blir

Z[9(n +7r)(n+r—1)+2a,z"*" + i In+r—1)a, 12" =0 (2)

9r2—97"+2:(37“—1)(37"—2):O:>7‘1:§ochrgzé (3)
For ry = % far vi rekursionsformeln
3n—1
—__on—21 >
= a2l (4)
varur foljer
a; = —%(IQ, a9 — 25—8(10, az = —ﬁ Qao, (5)
och for ry = % far vi rekursionsformeln
3n — 2
—__on—z >
a, "G =1) p_1, n>1 (6)
som ger
a1:—%ao, aQ:%ao, a3:—ﬁ70a0, (7)
Detta resulterar i den allménna losningen
a2 1,52 1.3 ) 1/3< 1. .12 7 3 )
y = Ax (1 5T + 58%" ~ 577 +..)+ Bx 1 5T+ 5T = 197 + ...




2) LoOsning

u(x,t) = e "y(z,t) ger randvirdesproblemet for v(z,t)
PDE: v (z,t) = kvg(z,t)
RV1:v(0,¢) = RV2:0(2,t) =0

BV1:v(z,0) (1 + 4 cos 37%) sin?me

Variabelseparation v(x,t) = X (2)T'(¢) ger
/

177 X"y
kT X

For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville -) problemet

X"-AX =0, 0<z<?2
X0) = X(2)=0

Den allménna 16sningen till ekv(12) &r
C} cos ax + Oy sin ax om\A=—-a?<0;a>0

X(z) =< C1+ Chx omA=0
O cosh ax + Cysinhax, om A =a? > 0;a >0

(14)

Det forsta randvillkoret X (0) = 0 ger C; = 0 och Cy kan viljas godtyckligt. Det

andra randvillkoret ger vid handen

Cysina?2 omA=—-a?<0;a>0

X(2)=0=1¢ 052 om A =0 (15)
Cysinha2, om A=a?>0;a >0
som endast ger en icke trivial l1osning X # 0 for negativa A\ = —a?, mao maste
sin 2a = 0 eller 2a = nx. Den motsvarande egenfunktionen blir da X, (z) = sin %
For T har vi ekvationen, se ekv(11),
17 _ 2
A (16)
med losningen
Tn(t) _ e—kn2ﬂ'2t/4 (17)
Hérmed far vi den allménna l6sningen
v(x,t) = Zl Cpe T A gin % (18)



och t =0 ger

v(x,0) = <1 + 4 cos 372TI> sin ?ﬂr_x Z cy, Sin w (19)

dér mellanledet i sambanden (19) kan omformas och resulterar i

o ST o O N nmx
sin =5 + 2sin 5 —Zlcnsm 5 (20)

Identifiering ger c3 = 1,¢6 = 2 och ¢, = 0 f6r n # 3 resp 6 och svaret blir slutligen

_ 3rx o~ (Okm? /4t h)t bz o~ (Okm2+h)t
u(z,t) = sin 254 5 + 2sin 242 5

3) LoOsning

Variabelseparation u(z,y) = X (x)Y (y) ger

— XY T YT ) 21
U=AT = TSy T (21)
och sambanden
X"+AX = 0, X(0)=0 (22)
Y'—AY = 0, Y(0)=Y'(1)=0 (23)

ger den allménna losningen i tabellform

Cicosay + Cysinay om A= —a? < 0;a > 0
Y(y) ={ Ciy+C om A= 0 (24)
Cre% 4+ Cye™, om\A=a?>>0;a>0

samt tabellen for derivatan

a(=Cisinay + Cycosay) om A = —a? < 0;a > 0
Yy =< Ci omA=0 (25)
a(Cre™ — Che™), om A=a?>0;a>0

Med insatta randvarden fas

aCy om\=—a?<0;a>0
Y(0)=0=1{ ¢, om A =0 (26)
a(Cy —Cy), omA=a?>0;a>0
a(—=Cisina+ Cycosa) om A= —a? < 0;a >0
Y'(1)=0=¢ C; omA=0 (27)
a(Cre* — Cye™), om A =a’>0;a>0

3



Ur tabellen ser vi att for A > 0 blir C; = Cy; = 0, daremot géller for A\ = 0 att
Cy =0 och Y(y) = Cy godtyckligt, vilket innebér att A = 0 ger egenvirdet 0 med
motsvarande egenfunktion Yy(y) = Cy # 0 och for A < 0,0y # 0, Cy = 0 krivs
sina=0,—=a=nm, n=12 ..

Den motsvarande egenfunktion blir da

Y,(y) = cosnmy, n=1,2, ..

Fran ekv(22) far vi nu
X" —n*r?X =0, X(0)=0 (28)

som resulterar i

X(ZL’) = Cvlenmn + OQG_NWI, CQ = —Ol

och vi far egenfunktionen

Xp(z) =sinhnrz, n=12, ..

Observera att vi fick ovan ett egenviarde A = 0,mao n = 0, som innebér att vi har
en losning till ekv(28) pa formen

X(x) =ax

och tillhorande egenfunktion
Xo(z) ==z

Sammanfattningsvis far vi ett delsvar, med ¢y = aCy,
u(z,y) = cox + i ¢ sinh na cos nmy (29)
n=1
dér ¢, bestdms genom anpassning till randvillkoret RV2 i texten
u(l,y) =1—cos2my = co + i ¢ sinh nm cos ny (30)
n=1

Identifiering ger snabbt

B 1 .
co=1,c = o O 0 for n # 0 och 2
Svar:
u(z,y) =z — s;ngZ;'Tx cos 27y




4) LoOsning

Z- transformen map t ger

Upr(x,8) = sU(z,s)—u(z,0)

Upr(,8) — sU(z,8) = —up— ugsin LT

L

Om vi betraktar

U(x,s) = Unom (2, 5) + Upart1 (2, 8) + Upart2(, $)
far vi snabbt

Unom (2, 8) = AeV®® + Be V5", Upart1 (2, 8) = %
samt for den andra partikuldrlosningen anséatter vi

Upart2(, 8) = acos % + bsin %

och far efter enkla rakningar

Upart,Q (Ia S) =

Héarmed blir dellésningen i .2 —planet

Uz, s) = AeV™® + Be V™" + % + %Sin%
=+ (%)

Aterstar att anpassa de givna transformerade randvillkoren

U0,s) =2 U(L,s) =20

S S

som ger direkt A = B = 0.
Svaret i t-planet far vi nu genom inverstransformen

(1 _ 1 .
u(:li,t):uof l{g}‘f—UOg 1{W}SIH%

och far slutligen den sckta temperaturen

2 2 .
T2/L? ) LT

u(x,t) = ug + upe~ n

(39)




5) LoOsning

Vi skall alltsa 16sa problemet

Upp + %up +u,, =0 (40)
med randvillkoren
u(p,0) = 0, 0<p<l1 (41)
u(p,2) = flp), 0<p<1 (42)
u(l,z) = 0, 0<z<2 (43)
u(0, 2) begriansad (44)

dér f(p) =100Jo(p)
Vi bérjar som vanligt med variabelseparation u(p, z) = R(p)Z(z) och far pa sed-

vanligt sétt

R" + lR/
p z" -
—5 == separationskonsten k (45)
och randvillkoren
R(1) =0, R(0)...begransad och Z(0) =0 (46)
R—ekvationen blir
p*R"(p) + pR'(p) — kp*R(p) = 0 (47)

Den allménna 16sningen till ekv(47) &r

CrJo(Ap) + CoYo(Ap) om k= —X2<0;A >0
R(p) =< Cilnp om k=0 (48)
CiIo(Ap) + CaKo(Ap) om k= A2>>0;A>0

En titt i BETA 12.4 pa graferna Over Besselfunktionerna ger vid handen att
Yo(z), In(x), Ko(z) inte satisfierar randvillkoren (46) utom Jy(z). Detta innebér
att alla konstanter i tabellen (48) maste séttas till noll utom Cy framfor Jy(Ap)
som ger oss delsvaret R(p) = C1Jo(\p).

A bestdmmer vi nu mha randvillkoret R(1) = 0. Detta betyder att (A\,1) = agn,
dér ay,, dr det n-te positiva nollstéllet till Besselfunktionen Jy(z).

Dette ger oss egenfunktionen

R,(p) = CrJo(aonp), n=12,.. (49)

Aterstar att 16sa Z(z) mha ekv(45) och vetskapen att k = —\ = —ag,, och vi far
differentialekvationen for 7

Zl(z) — aﬁjnZn(z) =0 (50)



som har l6sningen
Zn(z) = A, cosh(ag,2) + By, sinh(ayg ,,2) (51)
Villkoret Z,,(0) = 0 krdaver att A, = 0. Med hjélp av superpositionsprincipen ser

vi darfor att allmédnna losningen till de homogena villkoren ges av

oo

u(p, z) = ZanJo(Oéo,nP) sinh (o ,,2) (52)

n=1

Det aterstar nu endast att bestdmma koefficienterna a,, sa att dven det kvarvarande
icke-homogena randvillkoret (42) blir uppfyllt, dvs

u(p,2) = 100Jy(p Z anJo(apnp) sinh(ag ,2) (53)

n=1

Multiplikation av mellanledet och hogerledet i ekv(53) med Jy(ag ,p) och efterfoljande
integration mellan p = 0 och 1 ger

1

1
1OO/J0 )Jo(aonp)pdp = a, sinh (o ,2 /J Qonp)pdp (54)
0 0

Den hogra integralen blir mha BETA 12.4

1

[ Bvuplodo = 1o(anap)| = 3 an,) (55)

0

Aven den vinstra integralen hittar vi i BETA 12.4, némligen i tabellen med re-
kursionsformler. Med C,, = Jy, « =1, = appn, © = p och J)(z) = —J1(z), allt ur
samma tabell, far vi sambandet

1

/ Jo(p) Jo(conp)pdp =

=1 1[p{Jo(ozo,np)J6(p)—ao,nJo(p)Jé(ao,np)}]

QA — p=0

S - | Lo(ao.a1) Jo(1) = a0 do(1) Ty (@0.01)
a07n— \—_,0_/

aondo(1)Ji(aon) _ aondo(1)J1(aon)

a2, —1 a2, —1

)TV ,T

dér vi i sista ledet anvénde Jj(x) = —Ji(x) med z = g, och vi far slutligen

1 2
100 ao’nJ02( )J1(@0n) = a,, sinh(ap ,2) Ji(0n)

aO,n -1 2

(57)



Ur detta erhaller vi

a, = 200

CYO,nJo(l)

och till sist far vi svaret

(aan — 1) sinh(ap ,2)J1 ()

ul(p, 2) = 200 Jo(1) 3

n=1

ap.nJo(apnp) sinh(ag ,2)

(c

2 _
0,n

].) Sinh(Oéo’nQ) Ji (ao,n>

(58)




