Partiella differentialekvationer for ME SF1648 och K

LOSNINGSFORSLAG till Tentamen 2009-03-11

1) Losning

Ansatt -
n=0

da innebér textens begynnelsevillkor att ayg = 0 och a; = 1. Vi far

o0 o
y = E na,z" E n(n — 1)a,z"?

som leder efter insittning i den givna ODE’n ekv(1) och omindexering till

0=(1-2%)y" —ay + 9
:Z (n+2)(n+ 1)a, 22" —Zn(n—l)anx”
n=0 n=2

— Z na,x" + Z 9a,x"
n=1 n=0
= (2ay + 9ag)x” + (6az + 8ap )z’

+ > [(n+2)(n + Danys = (n* = 9)ay]

n=2

Alltsa géller 2as + 9ag = 0, 6a3 + 8a; = 0, och rekursionsformeln blir

(n? —9) .
(n+1)(n+2)""

Apy2 =

Detta leder till

ay = a4:a6:---:0

as — as = Q7 = Qg9 = --=0

37

Det givna problemet far harmed 16sningen




2) LoOsning

OBS: Vi har ett endimensionellt problem!

. Pu _ 10u
poE: 04 = 10u
Ri: QU(z,0) = 0;RV2: u(L,t) =T
BV:u(z,0) = Tp.

Vi borjar med att homogenisera RV, genom att ansitta
u(z,y) = ui(z) +v(z,y)
med u; = C, déar RV2 direkt ger C' = uy (L) = T}, alltséa far vi
u(z,t) =T 4+ v(x, t)
med samma PDE, men med nya RV och BV

RV:v,(0,t) = 0, v(L,t)=0
BVIU(%,O) = T(]—Tl
Vi kan nu separera, v = XT och far

XI/ lT/ >\
X aT

med RV X’(0) =0, X(L) =0

Vi studerar nu den allménna losningen i f6ljande tabell:

Cicosar + Cysinar om A =a? > 0;a >0

X(x) =< C1+ Chx om A=0

C1e% 4 Che™a®, om A= —a?<0;a>0

samt tabellen for derivatan

a(—=Cysinaz + Cocosaxr) om A =a?>0;a >0

X'(x) =1 Cqy om A =0

a(Cre™ — Cye™), om A =—a?<0;a>0

Med insatta randvirden fas

o) om\A=a?>0a>0

X0)=0={ om A =0

Ci+Cy omA=—-0a?2<0;a>0

Randvillkoren for derivatan ger vid handen att

Cycos Ll om \A=a?>0;a>0

X' (L)=0=< (4 om A =0

—Cy(eL +e ), om A= —-a? <0;a>0

2

(17)

(18)



Inspektion av resp tabell visar att endast A = a? > 0 leder till en icke trivial

16sning, ndmligen da cosal = 0 eller a,, = (2n + 1)%, n = 0,1,2,.... Detta
innebér att vi far egenvirden

Ay = = ((Zn + 1)%)2 (19)

och vi far enligt (15) den tillhérande egenfunktionen X,, = cos <(2n + 1)%x>
och den allménna l6sningen till PDE och RV blir

v(x,t) = Z A, cos(ay,x)e 0t (20)
n=0

dar vi kan anpassa till BV

To—-T = i A, cos(a, ), (21)
[ ATy~ T) (-1
A, = %(To —T) _/ cos(a,x)dr = T2n+ 1) (22)

och far svaret

- —-1)" —ax
u(z,t) =T, + %(TD —1T) Z Q(n +> i cos(ayx) e nt

n=0

med a, = (2n + 1)%, n=01,2,..

3) Losning

Vi har ett 2-dimensionellt problem:
u(z,y) = temperaturen i punkten (z,y), 0 <z <a, 0 <y < a.
For att homogenisera RV ansétter vi

och far direkt ur RV3,RV4 att u;(z) = Ty, 0 < x < a. Déarfor blir ansatsen
u(z,y) = Ty +v(z,y) (24)

och vi far ett problem for v(z,y) som endast har ett inhomogent RV:

v(z,a) =Ty x(a — x) (25)
For de ovriga galler
0(0,9) =0, v(a,y) =0, §(z,0)=0 (26)



Variabelseparation v(z,y) = X (z)Y (y) ger

D, G S W
R A a®, a>0 (27)
X"+a*’X = 0, X(0)=X(a)=0 (28)
= X, (z) =sin(a,z), dir o«, = %, n=123,.. (29)
YY"~ a?Y =0, = VY,(y) = A, cosh(a,y) + B,sinh(a,y) (30)

Detta leder nu till den allménna 16sningen for v(z, y) mh a superpositionsprincipen

v(z,y) = Z XY, = Z sin(ay,x) (A, cosh(ay,y) + B, sinh(a,y)) (31)

n=1

dér vi kan bestdmma A,,, B, via (25) och (26)

g—z(x,()) = 0 = B, =0 (32)
v(z,a) =Tox(a—2x) = Z sin(a,x) A, cosh(ay,a) (33)

A,, bestdms nu genom att anvinda Fourierserieutveckling

a

/TO z(a — z) sin(a,z)dr = A, cosh(a,a /sm =A, % cosh(a,a) (34)
0 0
och vi far mha BETA och efter litet pyssel
2

A, cosh(a,a) = ?ZS:)L?), n=13,5,.. (35)

som resulterar i svaret, observera att cosh(a,a) = cosh(nw),

%0 cosh(2n + 1)—= T

— (2n + 1)%cosh(2n + 1)m

8T0(I

u(z,y) =Ty + sin(2n + 1)%

4) Losning

Vi borjar som vanligt med variabelseparation V' (p, z) = R(p)Z(z), som insatt i PDE

Vop 5 Vot Ve =0 (36)
ger
o %R/ Z' _}, ionsk 37
— g — =~ = k.. separationskonstanten (37)
med randvillkoren RV:
V(p,0) = 0
Vip.1) — 1} 0<p<l1 (38)



V(l,z) = 0
V(0,2) = <o

Oversatt till R och Z far vi villkoren

0<z<l1 (39)
|

Z(0) =0, (40)
R(1)=0, R(0)<oo (41)
Eftersom vi inte kan ha en svingning i z—led maste vi sitta k = —\2 < 0, > 0

och far

7" —XNZ =0= Z = Acosh(\z) + Bsinh(\z2) (42)
dér ekv(40) ger A = 0, innebédrandes att Z(z) = sinh(\z), dér vi satt B = 1
eftersom vi har flera, andra konstanter kvar.
For R har vi sambandet, se ekv(37)

r+1lp
Tp = 2= p’R"+ pR + N2p*R =0 (43)
som &r Bessels differentialekvation med 16sningen
R(p) = aJo(Ap) + bYo(Ap) (44)

Ekv(41) ger direkt b = 0 och R(1) = Jy(A) = 0 vilket betyder att A = ay,, den n-te
roten av Jy, n = 1,2,3,... Alla resultat hittills sammantaget leder till produkten

Va(p, 2) = Ru(p) Zn(2) = anJo(agnp) sinh(ag ,2) (45)
Superposition ger oss nu delsvaret
Vip,z) = Z Vilp, 2) = Z anJo(ag np) sinh(ag ,2) (46)
n=1 n=1

Aterstar berikningen av a, som vi gor mha villkoret V(p,1) = 1, se ekv( 38) och
hamnar vid sambandet

V(p,1) =1=>anJo(cnp) sinh(ay,) (47)

n=1

Sedvanlig ortogonalutveckling, se BETA, ger snabbt

1 1
[ o) pdp = ansivbiann) [ (o) pdp  (18)
p=0 p=0
, sinh(ayg.,
= a, sinh(ag,,) HJO (agvnp)Hi = a, %Jﬁ(aom) (49)

For berékningen av integralen i VL av ekv(48) anvinder vi den i tentamen givna
formeln med p = 0,a = 1 och far

Ji(ag sinh (g ,,
Jo (o,np) pdp - = 1(200’ ) _a, (2 2) 120, (50)

Lo—

_ 2
— = o, sinh(ag ) J1 (o) (51)

och erhaller till slut svaret



_ 5 2 -
V(P2 = 2 e sinh{ag,) Ji(ag,) 20 (C0nP) (@0

5) Losning

Eftersom vi har tva, fran noll skilda, BV f6r u(r,t) ansitter vi u = u; +uy med sina
respektive BV, nidmligen: vi véljer for u; BV uy(r,0) = 1 — r% och %(T, 0) =0,
6u2

samt for uy motsvarande BV wus(r,0) = 0 och —2(r,0) = 1.

ot

Vi separerar u; i tid och rum med ansatsen
up(r,t) = R(r)T(t), med T'(0) = 0, R(1) =0, R(0) < oo (52)

och far LT R 1R

ST "R rrR ¥
Om k > 0 ser man att 7'(¢) inte blir nagon svingning, alltsd maste vi vélja k < 0,
sig k = =A%, A > 0. T'(t) uppfyller da T"” 4+ X\2c*T = 0, som har 16sningen

... separationskonstanten (53)

T'(t) = Acos(Act) + Bsin(Act) (54)

Det andra BV innebér att 77(0) = 0 = B = 0, hdrmed blir

T(t) = Acos(cAt) (55)
En enkel omformning av rumsdelen i sambandet(53) och k = —\? ger
r?R"+rR + XNr*R=0 (56)

Detta &r Bessels differentialekvation och har Besselfunktionen av 0-te ordning som
16sning, mao

R(r) = CJo(Ar) + DYy(Ar) (57)
Randvillkoren R(0) < oo resp R(1) = 0 krédver D = 0 resp R(1) = CJy(A) =0
mao A maste vara det n-te positiva nollstalle ap,,, n = 1,2,3,... av Jy. Pa det
viset far vi egenvérdet \o,, = ap, och vi far den slutliga l6sningen till ODE(56)
R,(r) = Chdo (aonr), n=123 .. (58)
Dérmed ser vi att ansatsen wuy(r,t) = R(r)T'(t) leder till
Uy (1, 1) = By Jo(apnr) cos(ag ,et) (59)

dér vi satte amplituderna till en enda konstant B,, = C, A.
Superpositionsprincipen leder sedan till den allménna 16sningen

ur(r,t) =Y uin(rt) =Y BuJo(aoar) cos(agact) (60)
n=1

n=1



Aterstar att anpassa denna losning till BV
u(r,0) = f(r)=1-12 (61)
Detta innebéar att vi skall studera
1—7* =) B.Jo(ag.r) (62)
n=1

Besselfunktionernas ortogonalitetsegenskaper, se BETA, ger oss nu mojligheten att
berdkna B,, genom att multiplicera ekv(62) pa bada sidor med Jy (v )7 och sedan
integrera r fran 0 till 1, vi erhaller da

(1 —7r3Jy (agur)rdr = B,

r

J3 (agr) Tdr (63)

Lo ~—
Lo ~—

= B | (conr) ! =

T

B,Ji(ag,), for 0<r<1 (64)

DO [—

For att 16sa integralen i VL av ekv(63) anvinder vi den angivna formeln pa tentan:

/ (a® — rH)r* L, (Q r) dr =2 ¢
0 a

062

k+4

Jrt2(a) (65)

dér vi i vart problem har £ =0, a =1, a = ag .
Sammanfattningsvis ger oss HL i ekv(64) och ekv(65) sambandet

%Jxaw =SB, T (a0 (66)

och delresultatet blir
4J2 (O-/O,n)

B =
! &3,nJ12 (Cko,n)

(67)

Detta ar i sammanhanget ett fullt acceptabelt delsvar, som dock kan forenklas
mh a ett samband tagen ur BETA, som &dven finns i borjan av denna tentamen:

2
(@) + Jpa () = L () (68)
Om vi valjer p = 1 far vi
Jol0t0,0) +Jo(t0.0) = —2— 1 (00,0) (69)
N— Qo.n

=0

Inséttning i ekv(67) och hyfsning leder till

B _ 41]2(()(07”) _ 8
oad T (aon)  af, Ji(oon)

Lagger vi ihop alla delsvar vi har fatt pa viagen, sa far vi slutsvaret for u;

w(rt) =3 ——38 —Jy (apar) cos (agact)




Nu skall vi studera wus(r,t).
Eftersom den enda skillnaden i att berdkna us och u &r de olika begynnelsevillkoren,
kan vi direkt ansétta en 16sning mha ekv(54) och ekv(58)

U (1, 1) = Jo(onr) (an cos(ag net) + by, sin(ag uct)) (71)

BV uy,,(r,0) = 0 innebér a, = 0. Detta och superposition ger

us(r, t) = Z bnJo (g nr) sin(ag ,ct) (72)
n=1
Nu &r det dags for anpassning via BV %(r, 0) = g(r) =1 och vi far
1= Z bnJo (0 nT) 0t (73)
n=1

b, bestdms nu pa samma sétt som vi anvande for att berdkna B, ovan, alltsa

1 1
/ Jo (o pr) rdr = byapnc / Jg (g ) Tdr (74)
r=0 r=0

= b,apnc ||J0 (apnr) Hi = %bnao,nch(aoyn) (75)

Integralen i VL av ekv(74) loser vi igen mh a den givna formeln i bérjan av tentan,
sitter p = 0,a = 1 och far

1

/ Jo (1) rdr = Ji(@on) (76)
Qo.n
r=0
Slutligen far vi
R (77)

EROACTN

som insatt i ekv(72) och med ¢ = 10 ger oss det andra delsvaret

> 1 .
us(r,t) = ————— Jo (ag,7) sin (10 ,t
2(r1) nz::l 504(%@ Ji(on) o (a0,r)sin (10a0,11)

Slutsvaret fas nu till

< Jo(aonr) [8cos(10ap,t)  sin (10aq,t)
u 71, t = U 7'7 t + U ’I’" t — ) ’ + 5
( ) 1( ) 2( ) nz::l Jl (ao,n)a%,n aO,n 5




