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Partiella differentialekvationer for ME och K.

e Tillatet hjalpmedel: Formelsamlingen BETA. (Ej rdknedosa.)

e Tentamen bestar av 5 uppgifter, som var och en bedéms med 0-5 poéang. Betygsgranserna, for
den totala podngsumman, inklusive bonus fran lappskrivningar, ar 23 (betyg A), 20 (betyg
B), 17 (betyg C), 14 (betyg D), 11 (betyg E).

1. Bestdm losningen u = u(x, t) till foljande begynnelse/randvéirdesproblem for en svingande
strang av langd .
0%u 9%u )
w:Zl@ for 0<I’<7T, t>07
u(0,t) = u(m,t) =0 (t >0),
u(x,0) = 5sin 2x (0 <z <m),
ou

E(x,0)26sin3x (0<z<m).

2. Vi betraktar differentialekvationen
%y + 3y + (1 + Az)y =0
pa intervallet 0 < x < 1, och dar A &r en reell parameter.

a) Bestdm en 16sning till ekvationen med hjélp av en potensserieansats av typen

o0

y(r) =" anz",

n=0

dér exponenten r och koefficienterna a,, ska bestdimmas. Losning y(z) kan forslagsvis
normaliseras s& att ag = 1. Ta med de fyra forsta termerna i serien eller ta fram en
allmén formel for koefficienterna. (Losningen kommer att innehélla parametern \.)

b) Differentialekvationen kan skrivas pa Sturm-Liouville-form

(p(z)y) + (¢(x) + Ar(z))y = 0.

Bestam funktionerna p(z), ¢(z) och r(z) i en sddan framstéllning.



3. Temperaturen u = u(x,t) i en stav av langd 7 uppfyller virmeledningsekvationen

2
%—% O<z<m t>0).

Bestdam den fullstdndiga temperaturutvecklingen da stavens dndar halls vid olika

temperaturer enligt
u(0,t) =0,
u(m,t) =5

u(z,0) = 2cos z.

och temperaturen fran bérjan ges av

4. Lo6s begynnelseviardesproblemet

u _ 82
s =055  (—oo <z <oo, t>0),
2
u(r,0) = 1752 (—o0 <z < )
for u = u(x,t) genom att Fouriertransformera med avseende pé x.

5. Vagfunktionen v for en partikel med massa 1 > 0 som ror sig fritt i ett cirkuldrt hal i en
tunn platta uppfyller Schrodingerekvationen, given i poléra koordinater (r, ) av

0 h? o2 10 1 9
Zh—w — __(_¢ + __w + __¢>
ot 20 0r2  ror  r2op?
Hér ar h > 0 (Plancks konstant) och i = v/—1. Vagfunktionen ¢ = ¢(r, ¢, t) ar regulér i

origo, 2m-periodisk i variabeln ¢, 16ser Schrédingerekvationen i omradet 0 < r < 1 samt
uppfyller randvillkoret

(1, p,t) =0.
a) Bestam alla losningar pa produktform

P(r e, t) = R(r)®()T'(t)

till ovanstadende problem. Separationskonstanten mellan tidsvariabeln och Gvriga
variabler (ndrmare bestamt konstanten E = ih7"(t)/T(t)) kan tolkas som en energi,
och du far anvinda att denna &r positiv. Specificera vilka energinivaer som férekommer
bland de tillstand hos partikeln som svarar mot produktlésningar.

b) Generellt dr vagfunktionen en blandning (superposition) av olika produktlésningar.
Bestédm tidsutvecklingen av vagfunktionen i fallet att den initialt ges av

w(ra 2 0) = 2*]3(043,47,)63“0 + 6&]7(0[7’87’)671.('0.

Har anvinds 0 < a1 < ap2 < a3 < ... som beteckningar for nollstéllena till den p:te
Besselfunktionen .J,,.

Anm. Normalisering till [ |¢)|> =1 behdver ej genomféras i ovanstéende uppgifter.
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