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1. Origo &r en regular punkt for ekvationen, sa det riacker att gora en ansats av typen

o0

Yy = Z apx".

n=0
Detta ger, efter sedvanliga rakningar, rekursionsekvationen

(n+3)(n—2)
(n+2)(n+1)

Apt2 = ap,

for koefficienterna (n > 0). De tva forsta koefficientarna, ag och aq, kan véljas fritt, varvid
valen ag =1, a; = 0 resp. ap = 0, a; = 1 ger tva linjart oberoende 16sningar:

1
yi(z) =1-— §x2 (exakt),

23,2 5
yg(az)—x—l—?)x —1—10:1: +....

Anm: Differentialekvationen &r Legendres ekvation av ordning 2, och yi(z) = —5 P (x), dér
P, betecknar Legendrepolynomet av grad n.

2. Variabelseparation for differentialekvationen tillsammans med randvillkoren i z-led (som &r
homogena), och efterféljande superposition, ger den allménna l6sningen

nmwr nmwy

u(z,y) = Z B, sin - sinh -
n=1

till den ndmnda delen av problemet.

Randvillkoren i y-led ger sedan virdena pa koefficienterna B,,, och 16sningen blir till slut

5) . 2mx . 271y 7 . dmx . 3Ty
U(%fl/)zsmhﬂsm 5 sinh 5 +sinh3§8m 5 sinh 5

3. Har goér man variabelseparation som vanligt, t.ex.

P(x,t) = X(2)T'(),
for differentialekvationen och randvillkoren. Detta ger

T/ hZ X//
T T T x T



dar k£ ar konstant. Ekvationen for X blir

2uk
X// —|— ﬁX - O

Det foljer att £ méste vara positiv, ndrmare bestdmt

k=hn*c? n=12,...

med tanke pa aktuellt virde pa p och pa randvillkor. Detta ger efter 16sning av
T-ekvationen och superposition

nmx

U(x,t) = Z B, e ™t gin —~
n=1

Till slut har vi begynnelsevillkoret att ta hansyn till. Detta ger 16sningen

oo
nmx

2 .
U(x,t) = Z E(l — cos ng) e~ T gin 5

n=1

4. Vi Laplacetransformerar i t-led, och satter

U(x,s):/ u(x,t)e* dt.
0

Differentialekvationen inklusive begynnelsevillkor blir
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Detta ar en inhomogen linjar differentialtialekvation med konstanta koefficienter med x som
oberoende variabel. Den “homogena losningen” ar Uy, = A(s)e** + B(s)e **, och en
partikuldr 16sning dr Uy = 12/s*. Den fullstéindiga 16sningen dr dédrmed

12
U(x,s) = A(s)e*® + B(s)e™** + -

Antagandet att u(z,t) dr begridnsad da x — oo leder till slutsatsen att A(s) = 0 for alla s.
Det aterstaende randvillkoret ger sedan U(z,s) = 0, varav B(s) = —12/s*. Alltsa har vi

12 12
U(r,s) = —— -+

st st
Eftersom g = L(2t3) ger inverstransformering av ovanstaende 16sningen
213 da t <,
20t — (t —x)%) da t>=z.

u(z,t) =2(8% — (t —2)*H(t — x)) = {



5.

a)

d)

Ekvationen ar av Eulertyp. Antingen gér man ansatsen R(r) = r* (eller en
motsvarande fullstindig potensserieansats) eller sd gér man substitutionen r = e’. Man
far indexrotter, eller karakteristiska rétter, « = n och a = —n — 1, och den allménna
16sningen blir

R(r) = Ar™ + Br "%,
Har maste B = 0 pa grund av kravet da r — 0.

Inséttning av Y = O i ekvationen AY = \Y ger (med A = —n(n+ 1))

@// (__)/ 1 @//
— +cotl — + —— — = —n(n+1).

S} ©  sin?6 o2 ( )

Efter multiplikation med sin? § inser man att ®”/® maste vara konstant, och med
tanke pa att ®(p) ska vara 2m-periodisk s& méaste denna konstant vara pa formen —m

for nagot heltal m; 16sningarna for ® blir da

2

D(p) = O™

(eller, pa reell form, ®(p) = Acosmep + Bsinmey; i det senare fallet riacker det att
anvanda heltal m > 0, i den komplexa framstéllningen méste man anvinda bade
positiva och negativa heltal m). Man kan visa att endast varden p& m i intervallet
—n < m < n ar aktuella. Motiveringen for detta pastaende far anses ligga utanfor
ramen for tentan.

Ekvationen for © blir nu

m2

0" +cotfO + [n(n+1)— 16 =0.

sin?
Skriv y(s) = ©(f) med s = cos 6. Med hjalp av kedjeregeln fas
O = —sinfy,

0" =sin®0y" —cosfy = (1 —s*)y" — sy/.
Inséttning i ekvationen for © ger

m2

1_2 //_2/ 1_
1=y =25y + [n(n+1) — 7—

ly =0,

vilket &r Legendres associerade differentialekvation. Losningarna (de associerade
Legendrefunktionerna) betecknas y = P”'(s). Vi far ddrmed losningarna till
O-ekvationen:

O(0) = P*(cosh)
forn=20,1,2,..., —n < m < n.

Den allménna 16sningen till Laplaces ekvation blir alltsa

u(r, 0, ) = i i Apm 7" P™(cos 0) €™,

n=0 m=—n




