Institutionen for matematik, KTH,
Bjorn Gustafsson

Losningar till tentamensskrivning, 2010-06-02,
SF 1648, Partiella differentialekvationer for ME och K.

1. Sok forst icke-triviala losningar till differentialekvationen plus randvillkoren pa produktform:
u(z,t) = X(x)T'(t).
Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (z)7T'(t), att
() _ X )
)  X(x)
For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet
X"—kX =0 (0<z<1),
X(0)=X(1)=0.

Om k > 0 finns bara den triviala 16sningen X = 0, sa vi kan anta att k = —\? < 0, for
nagot A > 0. Da fas

= konstant = 4k.

X(x) = Acos(Az) + Bsin(Ax),

varvid X (0) = 0 ger A = 0, och sedan X (1) = 0 att A maste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsa: A=nm (n=1,2,...), k = —n?r? och dirmed

X(x) = Bsinnmz.
Givet k som ovan blir ekvationen for T: T + 4n?7*T = 0, med lésningar
T(t) = Ce '™t
Vi fann alltsa produktlosningarna
u(z,t) = Bsinnnz - 06_4”%%, n=12,....
Superposition av dessa och omdépning av konstanterna ger
(e.9]
u(z,t) = Z Cre ™t sinnra.
n=1

Nu ska begynnelsevillkoret satisfieras. Insdttning av ¢t = 0 ger

ZCnsinmmzl—x (0<z<1)

n=1
varav
2 [ _ 2
C, = —/ (1 —z)sinrrdr =--- = —.
1/ nmw
Alltsa far vi svaret pa uppgiften:
= 2
2. 2, .
u(z,t) = Z e sinnra.
nw

n=1



2. Ansatsen

o0
Yy = E anz™ .

n=0
ger
y = Z(n + r)anxn+r_17
n=0
xy’ = Z(n +7)(n+ 7 —1a,a™
n=0

vilket ger att véansterledet i deifferentialekvationen blir

dry" + 2y —y =

[(A(n+r)n+r—1)4+2n+7))apz" ! — a,z™t"]

WE

i
[e=)

[(An+r)n+r—1)4+2n+7)))ap — ap_y]z" 1,

WE

[e=]

n=»

dar vi har satt a_; = 0. For att detta ska bli = 0 maste
An+r)(n+r—1)4+2(n+71)))a, = an_1
for allan =0,1,2,.... Eftersom a_; =0, ag # 0 krévs (n = 0) att
dr(r—1)+2r =0.

Detta &ar indexekvationen, och de tva rotterna ar r; = 1/2, o = 0. Eftersom skillnaden héar
inte ar ett heltal sa kommer var och en av rotterna att ge en 16sning pa den 6nskade formen.

Forn =1,2,3,... fas efter lite forenkling rekursionsekvationen

Qp—1

2n+7r)2n+r)—1)

Ay —

dér r &r den valda roten. Vi noterar att 2(n + r) och 2(n +r) — 1 dr tva pa varandra
foljande tal och inser att om vi fortséatter rekursionen tills a,,_; blir aqp =1 (n =1 sista
gangen) sa far vi det slutna uttrycket

1
2n+7)2n+7r)—1)...20+r)(2(1+r)—1)

Ap —

Med r =7 = 1/2 blir detta

1 1
“n+1)@n)...3-2 @ntl)
ochmedr=17ry,=0
1 1
a, = = :
2n(2n—1)...2-1  (2n)!
Specifikt har vi, i det senare fallet t.ex., a; = %, as = i, as = ﬁ.



3. Variabelseparation for differentialekvationen tillsammans med randvillkoren i z-led (som &r
homogena), och efterféljande superposition, ger den allmédnna 16sningen

u(z,y) = Zanm—m h%
n=1

till den ndmnda delen av problemet.

Randyvillkoren i y-led ger sedan viardena pa koefficienterna B,,, och 16sningen blir till slut

sin 3mx sinh 3y — —

sin 47x sinh 47y.
sinh 37 sinh 47 y

u(:r;,y) =

4. Variabelseparation u(p,t) = R(p)T(t) for PDE + RV ger

T/ R// 1 R/
T + ;E = konstant = k,

varav
p2R//+pR/_k'p2R:O,

T — kT = 0.

Den senare ekvationen har allmin 16sning T'(t) = Ce*. Det ir nodvindigt att k < 0 for att
u(p, t) inte ska innehalla exponentiellt vixande termer.

Skriv alltsd k = —a?, a > 0. Da a > 0 har vi en Besselekvation av ordning noll fér R:
p2R"+pR'+azp2R= 0,
med allmén 16sning
R(p) = Ado(ap) + BYo(ap).

Eftersom Y har en singularitet i origo, medan R ska vara regulér dér, sa maste B = 0. Att
u(p,t) = R(p)T'(t) ska uppfylla u(1,t) = 0 ger sedan att Jy(a) = 0, dvs att a ar ett av
nollstallena «,,. Darmed har vi

2

k=—a?, R(p)=A(anp), T(t)=Ce >

n’

for nagot n =1,2,....

Fallet a = 0 leder till R(p) = Alnp. Hér maste dock A = 0, annars blir 16sningen singulér i
origo.

Superposition av de ovan uppkomna variabelseparerade 16sningarna ger den allménna
l6sningen till PDE 4+ RV:

u(p,t) = Z Ane™ 5 Jo(amp).

n=1

Anpassning till BV ger A3 =5, Ay = —2, 6vriga A,, = 0 och dérigenom svaret

u(p, t) = 5e~ 3 Jo(azp) — 2e 1 Jo(aup).



5. Produktansatsen u(z,t) = X (x)7T'(t) for differentialekvationen plus randvillkoren ger

T// T/ X//
T + 4? =¥ = konstant,

dar konstanten maste vara negativ for att det ska finnas icke-triviala losningar X som &r
noll i bada éndpunkterna. Man finner pa vanligt siatt att konstanten i sjélva verket maste
vara = —n? for nagot n = 1,2,3,.... For varje sadant n fas sedan

X, (z) = Cy sinnz,
TV (t) 4+ AT (t) + n*T,.(t) = 0.
Den senare ekvationen &r linjar med konstanta koefficienter, med karakteristisk ekvation
r? 4+ 4r +n? = 0.

De karakteristiska rotterna blir

r=—-24++v4—n2

Nu maéste man dela upp i olika fall beroende pa vilket tecken 4 — n? har. For n = 1 far vi
r=—2++/3 och
T1 (t) = A1€(72+\/§)t + 316(727\/5)25.

For n = 2 har vi dubbelroten » = —2 och
Tg(t> = (Ag + Bgt)eﬂt,
medan n > 3 ger icke-reella rotter r = —2 4+ iv/n? — 4 och

T, (t) = e *(A, cos Vn2 — 4t + B, sin vVn2? — 4t).

Den allménna 16sningen till differentialekvationen plus randvillkor blir nu en godtycklig
linjar blandning av de erhallna produktlosningarna:

w(z,t) = (A1 4 B2V sinx + (Ay + Bat)e ¥ sin 2z

+Ze—2t(An cosVn2 — 4t + B, sinVn? — 4t)sinnx
n=3

(de tidigare koefficienterna C,, framfor sin nx kan bakas in i konstanterna A,, och B,,).

Till slut ska alla konstanter bestdmmas genom anpassning till begynnelsevillkoren. Villkoret
u(z,0) =sin3z ger A; + By =0, A3 = 1, 6vriga A,, lika med noll, varefter det aterstaende
begynnelsevillkoret ger A; = —B; = 1, 6vriga B,, lika med noll. Den slutliga 16sningen blir

darmed
u(z, t) = (e(_2+‘/§)t — e(_Q_\/g)t) sinz 4+ e 2 cos V5 t sin 3z

— ¢~ 2(2sinh v/3 ¢ sin = cos V/5 ¢ sin 3x).




