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Tentamensskrivning, 2011-03-15, kl. 8.00-13.00.
SF 1648, Partiella differentialekvationer for ME och K.

e Tillatna hjilpmedel: Formelsamlingen BETA (medhavd) samt “Formler ur Asmar” (10 sidor),
som delas ut tillsammans med textlappen. (Ej rdknedosa.)

e Tentamen bestar av 5 uppgifter, som bedéms med 0-X poéang, dar X anges efter varje uppgifts
nummer. Betygsgrianserna, for den totala podngsumman, inklusive bonus fran lappskrivningar,
ar 23 (betyg A), 20 (betyg B), 17 (betyg C), 14 (betyg D), 11 (betyg E).

1. (5p) En stav av langd L = 5 har ena &nden nedsénkt i is, den andra i kokande vatten. Fran
bérjan har hela staven rumstemperatur. Bestdm temperaturen u(x,t) for all framtid (¢ > 0)
da viarmeledningsformagan ar k = 50 (i lampliga enheter). Bestam ocksé den asymptotiska
temperaturfordelningen u(x) = lim;_, o u(z,t) Det matematiska problemet preciseras enligt

ou 0*u
PDE: — =50— {6
BT 50((%2 or 0<x<d, t>0,
RV : wu(0,t) =0, t > 0),

(
w(5,8) =100 (> 0),
BV: wu(x,0) =20 (0 <z <5).

2. (5p) Laplaceoperatorn i poléara koordinater (r,¢) ges av

0%y 10u 1 0%u

Au=—+-——+——,

or?2  ror  r20p?
dér u = u(r, ¢).

a) Bestdm (med hjilp av variabelseparation osv) den allménna l6sningen till Laplaces
ekvation Au = 0 i en godtycklig cirkelskiva 0 < r < R.

b) Bestam alla 16sningar till randvérdesproblemet (av “Neumanntyp”)

PDE: Au=0 1icirkelskivan 0 <7r < 2,
ou

RV: —
or

(2,¢) = 8cos® ¢ — 4.

¢) Hur manga l6sningar finns det om randvillkoret i stéllet ar %(2, ¢) = 8cos?p — 57

3. (bp) Bestam en 16sning u(z,t) till begynnelsevirdesproblemet

ou ou
PDE: — — (2 —— =
T ( +COSt)8x

BV : wu(z,0) = e (—o0 <z < 00).

0 for —oco<x<oo,t>0,

Som ersittning for randvillkor antar vi att u(x,t) dr Fouriertransformerbar i z-led.



4. (6p) En héngande kedja beskrivs av systemet

0%u 0%u  Ou
PDE: —=2— + —
oz~ "oz " oa

RV: w(9,t)=0 (t > 0),

for 0<x<9,t>0,

dér x ar en vertikal koordinat och u(z,t) anger kedjans utbéjning fran lodlinjen. Vid
kedjans nedre del, som svarar mot x = 0, antar vi bara att gransvardet lim, o u(z,t)
existerar och &ar andligt.

a) Genomfor variabelseparation u(z,t) = X (z)T'(t) i ovanstaende problem, sa att du far
en ekvation for X och en for T', bada innehallande en separationskonstant A. Denna far
antas ha sadant tecken att T'(¢) inte innehéaller exponentialfunktioner eller linjéira
funktioner.

b) Gor variabelsubstitutionen s = 2y/x i ekvationen for X och visa att resultatet blir att
funktionen y(s) = X (z) uppfyller en av Bessels differentialekvationer.

c) Bestam de losningar y(s) till Bessels differentialekvation for vilka de angiva
randvillkoren &r uppfyllda. Detta ger ocksa de mojliga vardena pa A.

d) Bestdm u(z,t) fullstandigt da det vid tid ¢ = 0 géller att

u(z,0) = 5J0(a4;)/§) 0<z<9),

ou a7/ T
o (,0) = 2a7Jo( 7:;/—

och 0 < a3 < as < a3 < ... betecknar nollstédllena till Besselfunktionen Jj.

) (0<x<9),

5. (4p) (“Kvantbiljard”) Vagfunktionen ¢ (x,y,t) for en elektron som ror sig fritt i ett
rektangulart omrade R och som langs kanterna mots av en oéndlig potentialbarridr 16ser
den tva-dimensionella Schrédingerekvationen

.hﬁw h? (82w 82w)

th— =——(=—=+=—

ot 2u-0x2 Oy’

med randvillkoret att ¢ = 0 pa OR. Hér &r p > 0 elektronens massa, h > 0 Plancks konstant
och 1 = y/—1. Vi véljer R att vara rektangeln

R: O0<zx<2 0<y<l.

a) Genomfor fullstédndig variabelseparation (mellan ¢, x och y) i ovanstaende problem och
skriv upp den allménna l6sningen (efter superposition).

b) Bestam tidsutvecklingen av vagfunktionen i fallet att den initialt &r koncentrerad nira

ett horn, enligt

L fsro<zr<a 0<y<a,

z,y,0) =49
vi@y,0) {O for ovrigt,
dér 0 < a < 1. (Ignorera att detta initiala ¢ inte uppfyller randvillkoret.)

c) Fraga for den som far tid 6ver: Vid tid t = 0 dr ¢ = 0 i t.ex. omradet 1 < z < 2.
Kommer samma ska att gélla vid nagon tidpunkt ¢ > 0, eller sprider ¢) omedelbart ut
sig Overallt?

LYCKA TILL!



