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Losningar till tentamensskrivning, 2012-03-15,
SF1648, Partiella differentialekvationer.

Anm: Vissa berdkningsdetaljer har utelimnats i nedanstaende 16sningar. Inlimnade tentamenslos-
ningar bor dock innehalla alla detaljer.

1. Sok forst icke-triviala 16sningar till differentialekvationen och randvillkoren pa produktform:
u(z,t) = X(x)T'(t).

Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (x)7T'(t), att

T”(t) _ 4X//(x)

= konstant = 4k.
0 X&) onstan

For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville)-problemet
X"—kX =0 (0 <z <m),

X(0) = X(x) = 0.

Om k > 0 sa visar en enkel undersdkning att den enda l6sningen &r X = 0, sa vi kan anta
att k = —\? < 0, for nagot A > 0. Da fas

X(x) = Acos(Ax) + Bsin(Ax),

varvid X (0) =0 ger A = 0, och sedan X (7) = 0 att Aw maste vara ett nollstélle till sinus.
Alltsd: A=n (n=1,2,...), k = —n? och X(z) = Bsinnz.

Ekvationen for T blir nu 7" + 4n*T = 0, med 16sningar
T'(t) = acos2nt + bsin 2nt.
Vi fann alltsa produktlésningarna
u(z,t) = Bsinnx - (acos2nt + bsin 2nt), n=12....

Superposition av dessa och omddpning av konstanterna ger
o0
u(z,t) = Z ay, sin nx cos 2nt + b,, sin nx sin 2nt.
n=1
Nu ska begynnelsevillkoren satisfieras. Vi har

o0

u(z,0) = Z a, sinnz,

n=1



sa jamforelse med de givna begynnelsevillkoren ger direkt att
az =5, a, =0 for n #3,

2:-2-by =4, 2nb, =0 for n # 2.
Vi far darmed svaret pa uppgiften:

u(z,t) = 5sin 3z cos 6t + sin 2z sin 4¢.

2. Lat

1 o -
(w, t) = \/_2_7r/ u(z,t)e " du.

Enligt formelsamling och givet initialvirde géller da

3 w2
ﬂ(w, O) = 56_7.

Fouriertransformering av differentialekvationen ger

48ﬁ(w, t)

5 (iw)* 0w, t).

For varje fixt w dr detta en linjér differentialekvation i t med konstanta koefficienter. Den
allmén losningen ar

w2
i(w,t) = Alw)e 7"
Inséttning av t = 0 ger att
3 L
Aw) =1(w,0) = —e~ 1,
(@) = . 0) =
och vi far
. 3 e %, 3 w2+
Ww,t) = —=e Te 1'=—e 1 .

V2 V2

Efter tillbakatransformering fas svaret

u(zx,t) = e,

3. a) Ansitt

Det ger

y'—xy + Ny = Z n(n — 1a,z" 2 — Z na,x"™ + \ Z apx"



[e.o]

— Z[(n +2)(n + Danis — (n — Nan)z"

n=0

Detta ska vara identiskt lika med noll, vilket ger rekursionsformeln

n—\

an n=0,1,2,....
n+2)(n+1)

Valjer vi t.ex. ag = 1, a; = 0 (dessa tva koefficienter kan alltid véljas fritt i en regulér
ekvation) far vi en serie med bara jamna potenser av z:

A AMA—2)

b) For att skriva ekvationen pa Sturm-Liouville-form sa forlénger vi med faktorn
2

ef(fx)dx _ 67% )

Det ger

2

(e=Zy) + e Ty =0.
Alltsa har vi

N
[V

x x

ple)=e"7, qz)=0, w(x)=e7~.
¢) Rekursionsformeln i a) visar att om A ar ett heltal > 0 sa blir ay;2 = ay;q = -+ = 0.
Det foljer att om A &r ett jamnt heltal s& blir y(z) ett polynom om man borjar
rekursionen med ag = 1, a; = 0. Om A ar udda véljer man istéllet ag = 0, a; = 1 och
far samma slutsats. Egenvirdena ar alltsa A =0,1,2,....

4. For att gora sedvanlig variabelseparation behdver vi ha homogena randvarden pa
mantelytan. Detta astadkommes genom att skriva

Vip,z) =Ulp,2) + 1,
déar da U ska 16sa problemet

0*U 10U 9*U
a_pzjuza—erﬁzo (0<p<l, 0<z<3),
Ul,2)=0 (0<z<3),
U(p,0) =0 (0<p<1),

U(p,3) =20 (0<p<1).
For differentialekvationen plus randvillkoren pa mantelytan gor vi hiar produktansatsen

Ulp,z) = R(p)Z(2).
Differentialekvationen blir oo1R g

- 0
RT,rT 7Y



vilket ger de tva ordinéra differentialekvationerna
pR'+ R +kpR=0 (0<p<1),
Z"'—kZ=0 (0<z<3),

dar k &ar en separationskonstant. Den forsta ekvationen ar Bessels differentialekvation av
ordning noll, pa parametrisk form. Eftersom lim,_,o R(p) ska vara éndligt s& ger
standardresonemang att k maste vara positivt och att 16sningen ar pa formen

R(p) = AJo(Vkp).
Randvillkoret R(1) = 0 ger sedan att
k=a2 n=12...,
dir 0 < ay < ap < ... ar nollstéllena till J,.
Dessa varden pa k insatta i ekvationen for Z ger att
Z(z) = be“* 4+ ce”*"* = Bceosha,z + Csinh a,z.

Det senare uttrycket &ar enklare att anvinda i detta fall, ty man kan direkt anvinda det
homogena randvillkoret U(p,0) = 0, som ger Z(0) = 0 och dédrmed B = 0.

Superposition av de nu erhallna produktlésningarna ger (efter omdépning av konstanter)

Ulp,z) = Z A, Jo(ap) sinh 2.

n=1

Randvillkoret pa toppytan séger att U(p,3) = 20, medan serien i hogerledet med z = 3 blir
en ren Besselserie med koefficienter A, sinh 3q,. Detta ger, med tanke pa
Besselfunktionernas ortogonalitetsegenskaper,

Jy 20Jo(anp)pdp
fol Jo(amp)?pdp

Integralerna i hogerledet kan beriiknas om man anvénder att <= (z.J;(z)) = zJo(z).
Resultatet blir

A, sinh 3q,, =

40

A, sinh 3¢q,, = ———.
sinh 3« AT

Svaret pa hela uppgiften blir darmed

- 40
= inh .
Vip,z) =7+ ; S ACSETE Jo(ayp) sinh a,, 2

5. a) Hér kan man anvénda ortogonalitetsrelationerna

/1 P, (z)P,(z)dx = {O ) (m # n),

1 Im+1 (m =n),

och gora en vanlig ortogonalutveckling, alternativt bara ansétta koefficienter och
identifiera. Svaret blir i vilket fall som helst

f(x) = S Pow) + Pu(e) + 2 Po(a).



b) Ansatsen ¥(0,t) = ©(0)T'(t) ger

T _ O cosh©
ihT O sinf ©

k,

k konstant. Ekvationen for 7" har den allménna l6sningen

ihkt

T(t) = Ae 2.
c¢) Ekvationen for © &r
o+ e ro—o
sin 6 '

Med s = cos# och omvandling av ovanstaende #-derivator till s-derivator med hjilp av
kedjeregeln overgar ekvationen i
d*0 do
1—s*)—— —25s— — kO = 0.
(1=57) ds? s
Detta ar Legendres differentialekvation, for vilken man vet att de enda fungerande
vardena pa k ar
k=-n(n+1), n=0,1,2,....

Ovriga virden pa k ger enbart losningar som #r alltfor singulira i s = 1. Den
anvandbara losningen i fallet &k = —n(n + 1) ar Legendre-polynomet P, (s).

d) Sammanstéllning av ovanstaende och superposition ger den allménna lésningen

__ihtn(n+1)

Y(0,t) = Aye 2 Py(cosd).
n=0
Begynnelsevillkoret ger att koefficienterna A, helt enkelt ska vara de
Legendre-koefficienter som beriiknades i a). Detta ger den slutliga 16sningen

_ 3iht

»(6,t) = %PO(COS ) + 6_%131(008 6) + ge n Py(cosb)

n _iht 04 1 _ 3ine
=—+4e » cosh+ e »
3 3

(3cos? 0 — 1).




