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Losningar till tentamensskrivning, 2012-06-07,
SF1648, Partiella differentialekvationer.

Anm: Vissa berdkningsdetaljer har utelamnats i nedanstaende losningar. Inlimnade tentamenslos-
ningar bor dock innehalla alla detaljer.

1. Origo &r en reguldr punkt for ekvationen, sa det riacker att géra en ansats av typen

o0

Yy = Z apx".

n=0
Detta ger, efter sedvanliga rakningar, rekursionsekvationen

A (n+3)(n—2)
" (n+2)(n+ 1)

n

for koefficienterna (n > 0). De tva forsta koefficientarna, ag och ay, kan véljas fritt, varvid
valen ag = 1, a; = 0 resp. ap = 0, a; = 1 ger tva linjart oberoende 16sningar:

L,

yi(z)=1-— 37 (exakt),
2 2
yg(x):x—i—gz?’—i—mf—l—....
Anm: Differentialekvationen &r Legendres ekvation av ordning 2, och y(z) = —2P,(x), dér

P, betecknar Legendrepolynomet av grad n.
2. Sok forst icke-triviala 16sningar till differentialekvationen plus randvillkoren pa produktform:
u(z,t) = X(x)T'(t).
Inséttning i ekvationen ger, efter division med X (z)7'(t), att

T't) _ ¢ X"(@)

= konstant = 8k.
a0 X(2) onstan 8

For X fas, tillsammans med randvillkoren, (Sturm-Liouville-) problemet
X'"—kX=0 (0<z<?2),

X(0) = X(2) = 0.

Om k > 0 finns bara den triviala losningen X = 0, s& vi kan anta att k = —\? < 0, for
nagot A > 0. Da fas
X(z) = Acos(Az) + Bsin(Az),



varvid X (0) = 0 ger A = 0, och sedan X (2) = 0 att 2\ maste vara ett nollstélle till sinus

(annars fas bara X = 0 identiskt). Alltsa: 2\ =nm (n=1,2,...), k = —”24“2 och dérmed

X(x) = Bsin 2L
2

Givet k som ovan blir ekvationen for T: T + 2n?7%T = 0, med lésningar
T(t) = Ce 27t

Vi fann alltsa produktlosningarna

nmw
u(z,t) = Bsin % . C’e‘2n27r2t, n=12,....

Superposition av dessa och omddpning av konstanterna ger

(o.9]
92,2, . NTT
u(z,t) = E Che 2"7”31117.
n=1

Nu ska begynnelsevillkoret satisfieras. Insdttning av ¢ = 0 ger

ZCnsmwzl—g (0<z<?2)
n=1
varav )
2 2
C’n:—/(l—m)smﬂd:ﬂ: = —.
2 Jo nm

Alltsa far vi svaret pa uppgiften:

(0.9}
2 _gp2p2 . NTT
u(z,t) = E —e sin ——.

. a) Ansatsen u(r, @) = R(r)®(p) ger

1 1
R'®+-R®+ —R" =0,
r r2

varav ZR,/ R/ @//
r +r
T — _—_ — konstant = k.
R o

For @ ger detta " + k® = 0, men ® ska ocksa vara 27-periodisk. Detta kan inte erhallas for
k <0.Dak=0fas ® = ag + by, som ar 2m-periodisk om och endast om by = 0, och for
k > 0 fas 2m-periodiska l6sningar exakt for virdena k = n?, n heltal, specifikt

O(p) = ancosny +b,sinny (n=1,2,...).

Sammanfattningsvis ir k = n? n =0,1,2,... de enda mojliga virdena pa k (egenvirdena).

For R har vi nu ekvationen
r?R"+rR —n’R =0,



som dr av Eulertyp. Ansatsen R = r® (eller en motsvarande fullstdndig potenesserieansats)
eller substitutionen r = e ger allménna lésningen

R=Ar"+ Br .

Hér maste B = 0, annars far vi en singularitet i origo. Tillsammans med @-delen och
superposition far vi ddrmed allménna 16sningen

u(r,p) = ag + Z r™(a, cosny + b, sinny).
n=1

b) Sdtter vi in r = 2 ovan och jamfér med den givna randfunktionen far vi problemet att
bestdmma koefficienterna a,,, b, sa att

ap + Z 2" (@, cos N + by, sinnp) = 2 — 4cos® p + 24 sin 3 = —2 cos 2 + 24 sin 3.

n=1

Detta ger ay = —1, b3 = 3, 6vriga koefficienter = 0, och ddrmed svaret

u(r, ) = —r% cos 2¢ + 3r® sin 3.
4. Vi Laplacetransformerar i ¢-led, och sétter
Ulx,s) = / u(x,t)e* dt.
0

Differentialekvationen inklusive begynnelsevillkor blir

’U 6
2 _
S 'U(%S)—w 32
eller 2U 6
2 _
W_S U(.CE,S)——S—Q

Detta &r en inhomogen linjar differentialtialekvation med konstanta koefficienter med x som
oberoende variabel. Den “homogena lésningen” ar Uy = A(s)e®™ + B(s)e™ ", och en
partikulér 16sning dr Uper = 6/ s*. Den fullsténdiga 16sningen dr darmed

6
U(z,s) = A(s)e™ + B(s)e ™ + —.
s
Antagandet att u(z,t) dr begriansad da x — oo leder till slutsatsen att A(s) = 0 for alla s.
Det éterstaende randvillkoret ger sedan U(z,s) = 0, varav B(s) = —6/s*. Alltsa har vi

6 6

Ulx,s) = —a e 4 o

Eftersom & = £(t*) ger inverstransformering av ovanstéende 16sningen
 da t<aua,
t—(t—x)? da t>uz.

w(z,t) =t — (t —x)*H(t —z) = {



5. Har gor man variabelseparation som vanligt, t.ex.

Pl t) = X(2)T(),
for differentialekvationen och randvillkoren. Detta ger

T/ hQ X//
ihe = —— 2 =,
T 2u X

dar k ar konstant. Ekvationen for X blir

2uk
X” + FX — O

Det foljer att k maste vara positiv, ndrmare bestamt
k=h*n’n%, n=1,2,...

med tanke pa aktuellt virde pa p och pa randvillkor. Detta ger efter 16sning av
T-ekvationen och superposition

oo
- nmx
U(x,t) = Z B, e "™t gin 5
n=1

Till slut har vi begynnelsevillkoret att ta hansyn till. Vi har da att bestdmma
koefficienterna B,, s att

- nwx T
0) = B, sin — =3cos — (0<x<2).
P (z,0) ; sin — cos — 0<z<?2)
Detta ger pa vanligt vis (sinusserie)
2 [? I nmwx 12
B, = - 3 Tdn—dr=-.- = ]
2/0 cos — = sin ——dz T 1)

Dérmed blir svaret pa uppgiften

= 12 itn2e2t . MTT
1[)(x,t) :Zme SIHT.

n=1




