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1) Antag forst att A dr kung. Det dr da sant som hon séiger att B inte dr kung, sa B maste
i det fallet vara narr och skulle (l6gnaktigt) forneka att A ar kung. A ljuger alltsa om B:s
svar och kan inte vara kung. Motségelse, sa A ar narr.

Hon ljuger alltsa ndr hon séger att B inte dr kung, sa B &r kung. (B skulle alltsa san-
ningsenligt svara "nej” pa fragan om A &r kung. A ljuger och séger att han skulle svara
7ja”. Det stdmmer, sa det funna &r verkligen en 16sning till problemet.)

Svar: A ar narr och B ar kung.

Formellt, om man later A betyda ”A &r kung” och B betyda "B &r kung”, far man att
A< ~Boch A~ (B« A) ar sanna. Den forsta ger att B« A &r falsk, sa enligt den andra
ar A falsk och ddrmed enligt den férsta B sann.

2) Att visa: (A& ~B)—(~C—(A—B)) v A—(BV ().
Idé: Om vi antar A och ~ B och ~ C far vi enligt premissen A — B, sa B. Motséagelse, s& om A
géller maste minst en av B och C gilla.

1 (1) (A&~B)—(~C—(A—DB)) premiss
2 (2) A antagande
3 (3) ~B&~C antagande
3 (4 ~B 3 &E
23 (5) A&~B 24 &l
123 (6) ~C—(A—B) 15 —E
3 (1) ~C 3 &E
1,23 (8) A—B 6,7 —E
123 (9) B 82 —E
1,23 (10) A 49 ~E
12 (11) ~(~B&~C) 3,10 ~I
1,2 (12) BVC 11 SI(DeMy)
1 (13) A—(BVC) 212 —I

Slutsatsen pa rad (13) beror bara av premissen pa rad (1), sa hérledningen ar klar.

3) Vi skall visa att Va Jy (Fz— Gy), JzVy (Fx— Gy) ¥ Ve~Fxz VVzGe.
Pastaendet visas av en tolkning som gor de vénstra sentenserna sanna och den hogra falsk,
dvs bade Vz ~Fx och Va G falska. For att Vo ~Fz skall vara falsk, skall Ext(F) # & och
den forsta sentensen blir sann precis om ocksa Ext(G) # @. For att Vo Gz skall vara falsk,
skall Ext(G) # D och den andra sentensen blir sann precis om det finns ett element som
inte ligger i Ext(F'), dvs om ocksa Ext(F) # D. Tydligen fungerar tolkningen:
D ={a,p}, Ext(F)=Ext(G)={a}, ty da ar
Va Jy (Fx — Gy) sann, ty Jy (Fa— Gy) och Jy (Fb— Gy) bada sanna,

ty Fa— Ga och Fb— Ga sanna, ty Ga sann, (ty a € Ext(G)).
JzVy (Fz— Gy) sann, ty Yy (Fb— Gy) sann,

ty Fb— Ga och Fb— Gb sanna, ty Fb falsk, (ty 8 ¢ Ext(F)).
Ve~Fzx VVzGx falsk, ty Vo ~Fx och Vx Gx bada falska,

ty ~Fa och Gb bada falska, ty Fa sann och Gb falsk (ty a € Ext(F) och § ¢ Ext(G)).
Saken ar klar.

4) Att visa: ~Vz (Fr—Gzx) F Jr~Gz.
Idé: Om Ga géller for alla a, géller ocksa Fa— Ga for alla a. Det motsidger premissen.

1 (1) ~Vz(Fr—Gx) premiss

2 (2) VazGx antagande

2 (3) Ga 2 VE

2 (4) Fa—Ga 3 SI(PMIL)

2 (5) Va(Fx—Gzx) 4 VI  [ainte i (2)]
12 (6) A 15 ~E

1 (7)) ~VzGzx 26 ~I

1 (8) Jz~Gx 7 SI(QS1)

Slutsatsen pa rad (8) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.



4 alt) Eftersom hérledningen blev sa kort tar vi en till, en &nnu kortare.
Idé: Premissen innebar att ~(Fa— Ga) géller for nagot a. Da maste ~Ga gilla for detta a.

1 (1) ~Vz(Fr—Gz) premiss

1 (2) Jz~(Fx—Gzx) 1 S1(QSy)

3 38) ~(Fa—Ga) antagande

3 (4) Fa&~Ga 3 SI(Neg-Imp)

3 (5) ~Ga 4 &E

3 (6) Jx~Gzx 5 a1

1 (7)) Fz~Gzx 2,3,6 JE [aintei (2),(6)]

Slutsatsen pa rad (7) beror bara av premissen pa rad (1), s saken &r klar.

5) For att avgéra om

Va (Fx— Hzx), z (Gx & ~Hz) E ~3Jz (Fx & Gx)

soker vi motexempel (tolkningar som goér premis-

serna sanna och slutsatsen falsk):

I tablan véxlar de tre faserna enligt:

1. Satslogiska 1; 6,7,8,9,10
2. T3,FV 2,3
3. TV,F4 45

Tablan sluter sig inte, sa slutledningen

ar inte giltig. FEtt motexempel

den Oppna stigen med tva individer a,b och
Fb,Ga,Gb, Hb sanna och Fa, Ha falska:

D - {O(,,@},
Ext(F) = Ext(H) = {$},
Ext(G) = D.
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Jz (Fz & Gz)
Ga & ~Ha
Fb& Gb
Fa—Ha
Fb— Hb
Ga
~Ha
Fb
Gb
Ha

fas ur

HEEESSgSag 953

>

O~ ~JO O U wN K

9 F: Fa 9
F: Fb 10 T: Hb
X

6) 1. ”?Var och en ar precis endera av kung och narr.”

dvs "For alla z : (z dr kung eller  &r narr) och inte (z dr kung och x &r narr)”

sa svar: Vo (Kx vV Nz) & ~(Kx & Nz))
(Alternativ: Vo ((Kx & ~Nz) V (~ Kz & Nx)), Vo (Kz—~Nz) mfl.)
2. ”Det finns en kung som tycker om dels alla andra kungar och dels minst tva narrar.”

dvs "Det finns z sa att « ar kung och (for alla y : om y &r kung och inte ar = sa tycker x
om y) och (det finns y och z s& att y och z &r narrar och y inte ar z och x tycker om y och

x tycker om 2)”, sa svar:

T:

o (Ke & Vy(Ky &y #x)—Try) & JyIz ((Ny & N2) &y # 2) & (Tay & Txz))))
Logiskt ekvivalenta varianter ar forstas mojliga.

7) Att visa: Vo Iy (Fr—Gy) & Fy) + Jz (Fz & Gz).

Idé: Enligt premissen finns for alla a ett b sa att (Fa — Gb) & Fb och ddarmed Fb giller. Enligt
premissen igen, finns for b ett ¢, sa att (Fb— Gc) & Fc och ddarmed Fb— Ge (vilket ger Ge eftersom

Fb giller) och Fc géller. Saledes fas Fc & Ge.

1 Vo Iy (Fx— Gy) & Fy)
Jy (Fa—Gy) & Fy)
(Fa— Gb) & Fb

Fb

Jy (Fb—Gy) & Fy)
(Fb—Gc) & Fe
Fb—Ge

Ge

Fe

Fc& Ge

Jz (Fz & Gx)

Jz (Fz & Gz)

Jz (Fz & Gx)
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(8)
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1 (13)

premiss

1 VE

antagande

3 &E

1 VE

antagande

6 &E

7,4 —E

6 &E

9,8 &I

10 JI

5,6,11 JE [cintei (5),(11),(3)]
2,3,12 JE  [bintei (2),(12),(1)]

Slutsatsen pa rad (13) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.

2

Ha



8) Vi skall avgdra om

Vo (Px— 3y (~Py & Vz (Rxz—y = z))), Jx Px E Vz (PzV 3y Ryx). B e
Premiss 1 séger att det fran varje P-element gar precis en pil och att

den gar till ett ickeP-element. Premiss 2 séger att det finns minst ett
P-element. Men harur foljer inte att varje element antingen ar ett P-

element eller har en pil till sig, dvs att det gar minst en pil till varje
ickeP-element (den tédnkta slutsatsen), se fig. Sa

Svar: slutledningen ar inte korrekt, ett motexempel:

D ={a, 08,7}, Ext(P) ={a}, Ext(R)={({a,0)}

9) Vihar: «) pE~q och f) q # p.

«) betyder att ~q &r sann, dvs ¢ falsk, i alla tolkningar som gor p sann. Det &r detsamma
som att p ar falsk i alla tolkningar som gor ¢ sann.

() betyder att det finns minst en tolkning som gor ¢ sann och p falsk.

Vi ser att a) # (). Om det namligen inte finns nagon tolkning som goér ¢ sann ar «)
uppfylld men inte ). Ett motexempel ges alltsa av g : A& ~A (dvs A) och p godtycklig.
Dessutom har vi 3) # «), ty om det finns en tolkning som gor ¢ sann och p falsk ar )
uppfylld. Om det dessutom finns en tolkning som gor ¢ sann och p sann ar «) inte uppfylld.
Ett motexempel ges alltsa av ¢ : A och p: B (eller ¢ : ~A och p: A).

Sa svar: Varken o) = () eller ) = «) géller.

10) Lat ¢y vara formeln S(c) +y = S(c+y). Vi skall som i ledningen forst visa Yy ¢y.

Man far S(c¢) +0 i S(e) = S(c+0), dvs ¢0.

Antag att ¢a géller, dvs S(c) +a = S(c+ a).

Da giller S(¢) + S(a) = S(S(c) +a) & S(S(c+a)) Z S(c+ S(a)), dvs ¢S(a). For

godtyckligt a giller alltsa ¢a— ¢S(a) och ddrmed Vy (py — ¢S (y)).

Sa ¢0 & Yy (9py — ¢S(y)) géller och enligt (den alfabetiska varianten med y i stéillet for x
av) axiom P7 (med n = 0) Vy ¢y, dvs Yy S(c) + y = S(c+ y) for godtyckligt c.

Saledes (VI) fas det 6nskade Vo Vy S(z) +y = S(z +y). Saken &r klar.

11) Vi skall visa att A& B, O (OB—~A) bgs ~OA&~O~A.

Idé: Enligt premiss 1 géller A i den verkliga vérlden, sa ~A géller inte i alla varldar, s& ~O~ A
géller. Dessutom géller B i den verkliga varlden, sa & B géller i alla varldar. Enligt premiss 2 géller
OB —~ A inagon varld. Dar fas ~ A, sa ~0OA.

1 (1) A&B premiss
2 (2) ©O(OB—~A) premiss
3 (3) O~A antagande
3 (4 ~A 3 OE
1 (5 A 1 &E
1.3 (6) A 45  ~E
1 (7) ~O~A 36 ~I
8 (8) OA antagande
9 (99 ©oB—~A antagande
10 (10) ©B antagande
9,10 (11) ~A 9,10 —E
8 (12) A 8 OE
89,10 (13) A 11,12 ~E
9,10 (14) ~DA 813  ~I
9 (15) OB—~0A 10,14 —I
2 (16) ¢B—~0OA 2,9,15 OE  [(15) fullt modaliserad]
1 (17) B 1 &E
1 (18) ©B 17 oI
1,2 (19) ~0OA 16,18 —E
1,2 (20) ~OA&~O~A 197 &I

Eftersom slutsatsen pa sista raden bara beror av premisserna pa raderna (1) och (2), &r
hirledningen klar. Antagandet pa rad (10) av B, som vi sedan visar pa rad (18),
behovs for att slutsatsen vid OE:en inte far bero av den inte fullt modaliserade rad (1).



12)Vi skall visa att O (A—OVe Fr) Egs Vo (CA—OFx).
Det gor vi genom att finna en tolkning som gor vanstra sentensen sann och den hogra falsk.
Att den hogra sentensen ar falsk betyder att det i w*, den verkliga varlden, finns ett a sa
att OFa ar falsk, medan O A &ar sann (dvs A &r sann i nagon vérld).
Att den vénstra sentensen dr sann betyder att A— O Vo Fz dr sann i alla véirldar, speciellt
déar A ar sann, sa O Vo Fr dr sann dar och alltsa i alla vérldar.
En tolkning som visar pastaendet ges alltsa av:
W ={w*,u}, D={a}, w*(D)=D, u(D)=0,w 4] =uld] =1, w*[F]=u[F]=2.
I den tolkningen géller ndmligen att
e O(A—<OVz Fr) ér sann, ty w*[d (A— OVe Frx)] = 1,
ty w*[A—>OVe Fa] = u[A—-OVe Fa] =1,
ty w*[OVa Fo] = u[OVz Fz] = 1, ty u[Ve Fa] = 1 (ty uw(D) = @)
o Vx (OCA— OFx) ar falsk, ty w*[Va (CA—COFz)] =0,
ty (o € w*(D) och) w*[CA—OFa] =0,
ty w*[CA] =1 (ty w*[A] = 1)
och w*[OFa) =0 (ty w*[Fa] = u[Fa] =0, ty o ¢ w*[F], o ¢ u[F))
Séa saken &r klar, vi har visat att O(A—OVe Fx) Egs Ve (CA—OF).

13) Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot « och ordning <, i
en intuitionistisk tolkning.

Antag att a Il A— B, dvs for alla 7 € S giller att om 7 I+ A sa géller ocksa 7 |F B. Vi skall
visa att da alF ~B—~ A.

Antag att o € S uppfyller o IF ~B. For alla 7 € S med o < 7 géller da 7 ¥ B, men dérmed
fas att 7 ¥ A (annars skulle ju enligt ovan 7 |- B). Det betyder att o IF ~ A. Eftersom
detta géller for alla o € S, far vi att a lF~B—~ A.

Saomalr A-Bsaalk ~B—~A, dvs vi har visat A— B F; ~B—~ A, saken ar klar.

14) Vi skall visa att Vo (Fx — Gzx) ¥r ~3x Fr VvV 3x Gx genom Feo
att finna en tolkning I som bestyrker Va (Fz — Gz) (dvs sadan B a ) o
att o IF F© — Go for alla 0 € S och alla ® € dom(o)) och inte '

bestyrker ~ 3z Fx V 3x Gz (dvs varken bestyrker ~ 3z Fz eller T
Jz Gx).

Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 5}, <= {{o, 5)}, a
dom(a) = dom(8) = {©},
warr(a) = @, warr(3) = {('F’,©), (G",®) }.
Den ger:
e a |k Vo (Fx—Gzx),
tya lF FO—=G®och B IF FO—-GO,ty a ¥ FOoch 8 IF GO
o o W ~dr FrV dx Gz,
tya W~z Fx (ty f I+ JzFzx, ty 1IF FO) och a W Jx Gz (ty a ¥ GO)

Sa saken ar klar.

15) Beviset ér som i ” Tillampning 2” i kompletteringsmaterial K2 till kursen.

Lat A vara den givna sentensméngden Ty U{c #0}U{Izn+xz=c|n=1,2,...} och A’
en andlig delméngd till A. Da har A’ en modell. Man kan ju namligen ta standardmodellen
(s& att alla sentenser i Ty g ar sanna), kompletterad med att ¢ tolkas som produkten av alla
de (4ndligt manga) n for vilka sentensen Jxn *x x = ¢ ingar i A’ (¢ = 1 om inga sadana
sentenser ingar). Alla sentenser i A’ dr sanna i denna tolkning, sa den &r en modell for A'.
Eftersom varje dndlig delméngd till A har en modell, ger kompakthetssatsen att hela A har
en modell. Saken ar klar.

16) Den givna sentensen VuVX JoVaVy (~ Xz V Xv(u(y))) &r sann precis om det for
varje val av Ref(f) : D — D och Ext(P) C D finns Ref(g) : D — D sa att Vo Vy(~
Pz Vv Pg(f(y))) blir sann. Ett sadant Ref g finns (for alla doméner D), ty om Ext(P) = @
dr ~Pz sann for alla = och annars kan man som Ref(g) ta funktionen som tar alla element
i D till ett visst element i Ext(P), da blir Pg(f(y)) sann for alla y. Eftersom sentensen &r
sann i alla tolkningar fas svaret: Sentensen &r en tautologi.



