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1) Vi har pastaendena:  A:”B och C ar kungar”, B:”A &r narr och C ar kung.”

Om A &r kung &r det han séger sant, sd B ar en kung som ljuger (A &r ju kung). Omojligt,
sa A &r inte kung, d.v.s. A ar narr och ljuger alltsa, s minst en av B och C &r ocksa narr.
Om B ar kung maste C alltsa vara narr, men B (som skulle vara kung) pastar att C &r kung.
Omojligt, sa B ar narr.

Eftersom B:s pastaende &r 16gnaktigt och A &r narr, maste det vara falskt att C ar kung, sa
C ar ocksa narr.

Svar: A, B och C éar alla tre narrar.

Formellt, om man later A, B,C betyda ”A, B resp. C &ar kung”, far man att A< (B & C)
och B+ (~A& C) dr sanna. T.ex. sanningsvirdestabell ger att A, B, C alla &r falska.

2) Att visa: AVB F AV (B&~A).

Vi ger nagra alternativa harledningar. Kortast blir:

1 (1) AVB premiss
(2) Av~A SI(LEM)
1 3) (AVB)&(Av~A) 1,2 &I
1 (4 Av(B&~A) 3 SI(Dist)
Tva andra, langre, moéjligheter:
1 (1) AvB premiss 1 (1) AvB premiss
2 (2) ~(AV(B&~A) antagande (2) Av~A SI(LEM)
3 (3) A antagande 3 (3 A antagande
3 (4 AV (B&~A) 3 VI 3 (4 Av(B&~A) 3 VI
23 (5) A 24 ~E 5 (5) B antagande
2 (6) ~A 35 ~I 6 (6) ~A antagande
1,2 (") B 1,6 SIDS) 56 (7)) B&~A 5,6 &1
1,2 (8) B&~A 76 &I 56 (8) AV(B&~A) T VI
1,2 (99 AV (B&~A) 8 VI 5 (9) Av(B&~A) 23468 VE
12 (10) A 29 ~E 1 (10) AV(B&~A) 13459 VE
1 (11) ~~(AV(B&~A)) 2,10 ~I
1 (12) AV (B&~A) 11 DN

Slutsatsen pa sista raden beror bara av premissen pa rad (1), sa harledningarna ar klara.

3) Att visa: VaVy (Fr— Fy) b Jx Fo —Vz Fzx.
Idé: Om dzx Fx, giller Fa for nagot a. Enligt premissen fas Fb for godtyckligt b, sa Vx Fx.

1 (1) VaVy(Fx— Fy) premiss
2 (2) JzFx antagande
3 38) Fa antagande
1 (4) Vy(Fa—Fy) 1 vE
1 (5) Fa—Fb 4 VE
1,3 (6) Fb 53 —E
1,3 (7) VaFx 6 VI [bintei (1),(3)]
12 (8) VaFz 2,37 3E [aintei (2),(7),(1)]
1 (9) FzFr—-VaFzr 28 —I

Slutsatsen pa rad (9) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.
4) Se nésta sida.

5) 1. ”Om nagon hélsar pa Pelle, sa finns det nagon som inte ar oartig mot Pelle.”

dvs "Om det finns x sa att = hélsar pa p, sa finns det y s att y inte ar oartig mot p”,

sa svar: Jx Hep—3y ~Oyp ( Jx Hrp— 3z ~Oxp  gar lika bra.)

2. 70Om nagon hélsar pa nagon och denne inte hélsar tillbaka, sa &r den senare oartig mot
den forra.”

dvs "For alla z och alla y: Om z hilsar pa y och y inte hélsar pa x, sa &r y oartig mot z”
sa svar: VYo Vy ((Hzy & ~ Hyx) — Oyx)

Logiskt ekvivalenta varianter ar forstas mojliga.



4) Vi skall visa att Vo (Fz— 3y Gy), Va (Gx— Hx) ¥ Vo (Fx— Hz).
Pastaendet visas av en tolkning som gor de vanstra sentenserna sanna och den hogra falsk.
For att Vo (Fx — Hx) skall vara falsk, maste det finnas ett element, « sig, med Fa sann
och Ha falsk. Premiss 1 (med = a) ger da att Iy Gy ar sann, medan premiss 2 ger att Ga
ar falsk. Det kravs ett element till i doménen, kalla det 3, med Gb (och da ocksa Hb) sann.
Vi ser att tolkningen D = {a,(}, Ext(F)={a}, Ext(G)=Ext(H)={p} gor:
e Vz (Fx — JyGy) sann, ty Fa — Jy Gy och Fb — Jy Gy bada sanna, ty Jy Gy ar
sann, ty Gb ar sann (ty 8 € Ext(G)).
o Vo (Gx— Hz) sann, ty Ga— Ha och Gb— Hb sanna, ty Ga falsk (ty a ¢ Ext(G))
och Hb sann (ty 8 € Ext(H)).
e Vo (Fx— Hx) falsk, ty Fa— Ha falsk, ty Fa sann (ty a € Ext(F)) och Ha falsk
(ty a ¢ Ext(H)).
Saken ar klar.

5) Se forra sidan.

6) For att avgoraom Va Pz V ~3x Px E VaVy(Px— Py), soker vi med tablametoden
ett motexempel, dvs en tolkning som gor premissen sann och slutsatsen falsk:

I tablan véxlar faserna enligt: T: VzPzxV~3zxPx

satslogiska 1,2 ;9 F: VaVy(Px—Py) +/5,

T3, Fv 3,4 S

TV, F4 5,6,7,8
1T Vx Px as, be 1T : ~3dz Px Vs
sF: Vy(Pa—Py) /,, OF : Jx Px az, bg
4F : Pa—Pb Vo sF: Vy(Pa—Py) /,,
5T : Pa 4F Pa— Pb Vo
6T : Pb 7F : Pa
oT : Pa sIF : Pb
gIF : Pb gT : Pa

x oF : Pb

Tablan sluter sig, s& pastaendet géller. X

7) Att visa: + (Jx Pr—Va Px)V Iz Iyx £ y.
Idé: Antag motsatsen. Om Jx Px géller, géller Pa for nagot a. Om a # b for nagot b, géller
dx Jy x # y, motsdgelse. Sa alla element ar a och Va Px galler, s& dx Px — Vx Px, motsigelse.

1 (1) ~(BxPr—VePzx)Vv3zxdyx#y) antagande

2 (2) 3JzPx antagande
3 (3) Pa antagande
4 (4) a#bd antagande
4 (5) Fya#y 4 a1
4 (6) FrIyx#y 5 |
4 (7)) (BxPx—VePz)VIzyz#y 6 VI
14 (8 A 1,7 ~E
1 (9) ~a#b 48  ~I
1 (10) a=b 9 DN
1,3 (11) Pb 10,3 =E
1,2 (12) Pb 2,311 3E [aintei (2),(11),(1)]
1,2 (13) VaPax 12 VI [bintei (1),(2)]
1 (14) 3z Pr—Vx Px 2,13 I
1 (15) (FzPzx—VzxPx)VIzdyx#y 14 !
1 (16) & 115 ~E
(17) ~~((Bxz Pr—Vz Pz)V3zIyz #£y) 1,16 ~I
(18) (Jzx Pr—Vax Px)VIzIyx #y 17 DN

Slutsatsen pa rad (18) beror inte av nagonting, sa saken &r klar.



8) Vi soker en tolkning med &ndlig domén D som goér bade .5
Vo Vy (Rry — ~ Ryx) och Vo Iy Iz (y # 2 & Rrxy & Rxz) sann. / \ .
Den forsta sentensen sdger, uttryckt med ”punkter och pilar”, : - / \

att inga pilar dr dubbelriktade (speciellt inga loopar), den andra ¢
att det fran varje punkt gar minst tva pilar.

Det récker tydligen att som D ta fem personer som sitter kring

ett bord och lata Rxy ges av "Ref(x) har Ref(y) hogst tva steg o — e

till hoger om sig”. o B

Mer abstrakt: D = {a, 3,7, 6,¢},

Ext(R) = {{, 8), (@,7), (8,7), (8,6), (7,6), (7,€), (8, €), (6, ), (€, @), (&, B)} (se fig.)
Denna tolkning gor tydligen bada sentenserna sanna, sa svar: Ja, det kan det.

(Att det beh6vs minst 5 element i doménen for att gora bada sentenserna sanna ses av att det for en
n(n—1)
2

domén med n element méaste vara minst 2n pilar (tva fran varje element) och att det finns
st par av olika element. 2n < @ ger 5 <n (dan > 0).)

9) Vi har: Rpq ar sann precis om p & ¢ ar satisfierbar (dvs p& g ¥ A).

Att R &r reflexiv betyder att Rpp ar sann for alla p. Men A & A = A, sa RAA ar falsk.
Att R ar symmetrisk betyder att Rpg = Rqp for alla p,q. Men eftersom det giller att
p&qg=q&p,gillerocksa p&kqg F A & q&p F A.

Att R ar transitiv betyder att (Rpq och Rqr) = Rpr for alla p,q,r. Men om p ar A, q ar
Bochrar ~A, dr p & q och ¢ & r var och en satisfierbar, men p & r (dvs A & ~A = A)
inte satisfierbar, dvs Rpq och Rgr sanna och Rpr falsk.

Sa svar: R ar symmetrisk, men varken reflexiv eller transitiv.

10) Lat ¢z vara formeln (a +b) + 2z = a + (b+ 2). Vi skall forst visa Vz ¢z.

Enligt axiom P3 géller (a+b)+0=a+bocha+ (b+0) =a+0b, sa ¢0.

Antag att ¢c géller, dvs (a+b)+c¢ = a+ (b+c¢). Da géller (a+b)+ S(c) = S((a+b)+c) &
Sla+(b+c) = a+Sb+c) = a+ b+ S(c)), dvs ¢S(c).

Darmed géller ¢c— ¢S(c), for alla ¢, sa Vz (¢pz— ¢S(2)).

Sa ¢0 & Vz (pz — ¢S(z)) géller och enligt axiom P7 (alfabetiska varianten med z i stéllet
for x) Vz ¢z, dvs Vz(a+b) + z =a+ (b+ 2).

Eftersom detta géller for godtyckliga a, b, fas (VI) att

det 6nskade VaVyVz (x+y)+ 2z =x + (y + z) &r visat.

11) Vi skall visa att ¢(A— B), O(~B—0A) kg5 ¢ B.
Idé: Enligt premiss 1 finns en vérld dar A — B géller. Om B inte géller déar, giller ~ B och enligt
premiss 2 ~B—0OA sa OA, darmed A och alltsa B. Motségelse, sa B géller i den varlden.

1 (1) <©(A-DB) premiss

2 (2) O(~B—0OA) premiss

3 (3) A—B antagande

4 (4 ~B antagande

2 (5) ~B—DOA 2 OE
24 (6) DA 54  —E
24 (1) A 6 OE
234 (8) B 37 =B
234 (9) & 48 ~E
23 (10) ~~B 49  ~I
23 (11) B 10 DN
2.3 (12) OB 11 oI
1,2 (13) ©B 1,3,12 OE  [(12),(2) fullt modaliserade]

Eftersom slutsatsen pa sista raden bara beror av premisserna pa raderna (1) och (2), &r
harledningen klar.



12)Vi skall visa att
VaVy x =y, O3z Rex, &Iz Iy (v # y &~ Rey &~ Ryzx) Fgs OVaVy (Rey—xz = vy).
Vi soker alltsa en tolkning som gor premisserna sanna och den hogra sentensen falsk.
Att den hogra sentensen &r falsk betyder att det finns en vérld, u sig, dar Vo Vy (Rzy —
x =y) ar falsk, dvs det finns i u(D) tva olika element som star i relationen R. Den férsta
premissen siger att det i den verkliga vérlden w* finns hogst ett element (sd w* # w). Enligt
premiss tva finns i varje vérld ett element som star i relationen R till sig sjalv, vi provar
med samma element « i alla varldar. Den tredje premissen séger att det i nagon vérld finns
tva olika element som inte i nagon ordning star i relationen R till varandra. Vi infor for
detta ett tredje element i u. (Det skulle ha gatt lika bra med tva element och tre véarldar.)
Betrakta alltsa tolkningen: W = {w*,u}, D ={«, 3,7}, w*(D)={a}, w(D)=D,
w*[R] = {{@,a)}, u[R] = {{a,q), (@, 7)}
Den visar pastaendet, ty i den géller att
e VaVy x = y ar sann, ty w*[VaVy x = y] = 1, ty (w*(D) = {a} och) w*[Vy a =
y|=1,ty w*la=a] =1
e U3z Rzxx ar sann, ty w*[03x Rexx] = 1, ty w*[3z Rzx] = u[3z Rzxx] = 1, ty
w*[Raa] = u[Raa] = 1, ty (o, ) € w*[R],u[R] och a € w*(D), u(D)
e OCdxIy(x # y &~ Rry &~ Ryzx) ar sann, ty w*[CJxy(x # y &~ Rry &
~ Ryx)] = 1, ty u[Fz3y(z # y &~ Rxy &~ Ryx)] = 1, ty (o € u(D) och)
u[Jy (a # y &~ Ray &~ Rya)] = 1, ty (B € u(D) och) ula # b &~ Rab &~ Rba)] = 1,
ty ula # b] = u[~ Rab] = u[~ Rba] = 1, ty «, 3 ar olika element i D och u[Rab] =
u[Rba] = 0, ty (o, B), (B, a) ¢ u[R]
o OVaVy (Rxy—x =y) ar falsk, ty w*[OVzVy (Rey—x = y)] = 0, ty u[Va Vy (Rxy —
z =vy)] =0, ty (a € u(D) och) ulVy (Ray — a = y)] = 0, ty (v € u(D) och)
u[Rac—a = ¢] = 0, ty u[Rac] = 1 (ty {(a,7) € u[R]) och ula = ¢] =0 (ty «,~ &r
olika element i D)
Sa vi har visat att
VaVy x =y, O3z Rex, 3z Iy (z # y &~ Rry &~ Ryzx) g5 OVaVy (Rey—x =vy).

13) Vi skall visa att AV ~A Fy ~~A— A.

Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot o och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att alF AV ~ A. Det betyder att a IF A eller a IF~ A. T det forsta fallet géller for
alla 0 € S att o IF A och i det andra fallet for alla o € S att o IF~ A (ty 7 ¥ A for alla
T € S), sa4 o W~~~ A. T ingetdera fallet géller for nagot o € S bade att o IF~~A och o ¥ A,
sa alF~~A— A. Vi har alltsa visat AV ~A E; ~~A— A, saken ar klar.

14) En hérledning 32 ~Px —Va ~Px 3z Px — V2 Pz med naturlig deduktion utan regeln
DN, skulle vara en hérledning i NJ, ett sunt system for intuitionistisk logik. Det skulle alltsa
galla 3z ~Px —Vr~Px Fr 3x Px —Vx Px.
men tolkningen (se fig.) S = {a, 8}, <= {{a, 5)}, B P.ooO
dom(c) = dom(B) = {®, 6},
warr(a) = {(‘P’,©)}, warr(8) = {(‘P’,®), (‘P’,©)} ger:
e o IF dx ~Px—Vz ~ Pz,
ty o, B W Jx ~ Pz, ty a, 6 W~ PO, ~ PO, ty fIF PO, PS
e o ¥ Jx Pxr—Vx Pz, a P:o
ty alF 3z Pz (ty alF P®) och a ¥ Va Px (ty a ¥ PS)
Sa dz ~ Px—Vx ~ Px ¥ 3 Px— V2 Px och hirledningen maste anvinda DN.

15) Att T’y och T's saknar gemensam modell betyder att I' = I’y Uy saknar modell. Enligt
kompakthetssatsen har I en &ndlig delméngd A som saknar modell. Lat A; = ANy, i = 1,2,
s& A=A UAy. Med Ay ={p1,...,pn}, &t pvarap; & ... & p, (~A om Ay =0).

En tolkning ar da en modell fér A; om och endast om den gor p sann, sa A; E p och ingen
modell for Ay gor p sann (annars skulle A ha en modell), dvs Ay E~p. Eftersom A; C T
(sa varje modell for T'; &r en modell for A;) f6ljer att T'y F p och T'y F~p. Saken &r klar.

16) Den givna sentensen VX JuVz (u(xz) # ¢ «— Xzx) &r sann precis om det for varje
delméngd M (= Ext(X)) till D finns en funktion f som haller precis elementen i D\ M fixa.
Ett sadant f finns tydligen alltid om | D| > 2, men inte i det enda fallet |D| =1, M = D.
(Varje funktion haller D:s enda element fixt.) Svar: Sentensen &r betingat sann.
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