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Losningar tentamen 5B1928 Logik for D1 och IT2, 14 januari 2005

1) Vi har pastéendena:

A: 7B och C ir olika sorter.”

B: ?Jag och C &r olika sorter.”

C: ”Jag och A &r av samma sort.”

Eftersom A och B gor samma pastédende méste A och B vara av samma sort. Antag férst att A och
B ar kungar. Deras péastdenden visar da att C ar narr. C:s pastdende ar da falskt, vilket stimmer
med att C &r narr. Antag sedan att A och B &r narrar. Deras (falska) past&enden visar d& att C
ocksd dr narr. Men da blir C:s péastéende sant, vilket &r omdjligt. Alltsa far vi

Svar: Ja, man kan avgora saken: A och B ar kungar, C narr.

2) Att visa: AVB, ~(A&B) v A—~~B.
Idé: Hérled forst ~ B fran antagandet A: antag B och fa motségelse till premiss nr 2. Hérled sedan A fran
antagandet ~ B: tilldimpa en Sl-regel p& premiss nr 1 och ~ B.

1 (1) AvVB premiss

2 (2) ~(A&B) premiss

3 3 A antagande

4 (4 B antagande
34 (5) A&B 34 &

234 (6) A 2,5 ~E

23 (1) ~B 4,6 ~1

8 (8) ~B antagande
1,8 (9) A 1,8 SI(DS)

1,2 (10) Ae~B 3789 oI
Slutsatsen pa rad (10) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), s&
hirledningen &r klar.

3) Att visa: 3z ~ Pz —Va ~ Pz + Jz Pxr—Vz Px.
Idé: Antag Jx Pr. Antag sedan ~Vx Pz, anvand QS-regel, premissen, QS-regel och f& motsigelse etc.

1 (1) 3Zz~Pxr—Vx~Pz premiss
2 (2) FJxPx antagande
3 (3) ~VzPx antagande
3 (4 Fx~Pz 3 SI(QS)
1,3 (5) Vz~Px 1,4 —E
1,3 (6) ~3dxPx 5 SI(QS)
1,23 (1) A 6,2 ~E
1,2 (8) ~~VzPx 7 ~1
1,2 (9) VaPx 8 DN
1 (10) dJzPzx—Vz Pz 2,9 I

Slutsatsen pa rad (10) beror bara av premissen pa rad (1), si saken &r klar.



4) Vi skall visa att Vo Jy (Fx— Gy) ¥ JyVe (Fr— Gy).
Pastaendet visas av en tolkning som gor den vinstra sentensen sann och den hogra falsk. Forsta
kravet: for varje individ o (i doménen) ska finnas nagon individ 3 s att Fa och Gb har samma
sanningsvirde. Andra kravet <= ~3JyVaz (Fz< Gy) sann <= Vydr ~(Fx— Gy) <~
for varje individ « ska finnas ndgon individ 3 s8 att F'b och Ga har olika sanningsvirden. (I reso-
nemanget anvinder vi den vanliga konventionen om namn, att Ref(a) = « etc.)
Tydligen fungerar tolkningen:
D ={a, B}, Ext(F) = {a},
Vz Jy (Fz— Gy) sann,

ty Jy (Fa<— Gy) och Jy (Fb— Gy) ar bada sanna, ty Fa« Ga &r sann och Fb«— Gb &r sann.
Jy Vo (Fz— Gy) falsk,

ty Va (Fx < Ga) och Vx (Fz < Gb) dr bada falska, ty F'b« Ga &r falsk och Fa < Gb &r falsk.
Saken &r klar.

Ext(G) = {a}, ty da &r

5) For att avgdra om
Vo (Fxr—Ga),3z (Fz VvV Gz) E Tz Gx

soker vi motexempel (tolkningar som

gor premissen sann och slutsatsen

Tablan sluter sig, s& slutledningen ar giltig.

T: Vz(Fr—Ga) ag,bs
falsk): T: 3az(FzvGz) +y,
. ) F: dr Gz a4, bs
I tablan V.axlar de tre faserna sé: 1 T Fbv Gb Vs
1. Satslogiska 6,7 9 T Fa—Ga
2. T3,Fv 1 3 T: Fb—Ga
3.Tv,F3 2-5 4 T- Ga
5 F: Gb
/\

6 T: Fb 6 T: Gb
/\ X
v F: Fb 7 T: Ga
X X

6)  Svar: Va (Brx— (Hz Vv Jy Syx)) respektive dx (~3Jy Sxy & 3z Szx).

7) Att visa: VaVyox =y + Jx Iy Pery—VaVy Pry.

Idé: Enligt premissen finns bara ett element i domé&nen. Antag Jx Jy Pxy, och gor tva antaganden for JE
s8 att vi far Pab. Byt nu med hjilp av premissen ut a mot ¢ och b mot d s& att vi far Pcd. D4 kan tva VI
goras s& att vi far Vo Vy Pxy.

1 (1) VzVyz=y premiss

2 (2) Jx3IyPuxy antagande

3 (3) 3JyPay antagande

4 (4) Pab antagande

1 (5) Vya=y 1 VE

1 (6) a=c 5 VE

1 (7)) Vyb=y 1 VE

1 (8 b=d 1 VE
14 (9) Pcb 64  =E
14 (10) Ped 89  =E
1,3 (11) Ped 34,0 JE  [bintei (3),(10),(1)]
1,2 (12) Ped 23,11 3JE [ainte i (2),(11),(1)]
1,2 (13) VyPcy 12 VI [dinte i (1),(2)]
1,2 (14) VzVyPzxy 13 VI  [cintei (1),(2)]

1 (15) Jz3IyPay—VzVyPxy 2,14 I

Slutsatsen pa rad (15) beror bara av premissen pa rad (1), si saken &r klar.



8) a) Antag att R ar en ekvivalensrelation. Vo Jy Rxy ar da sann eftersom Raa dr sann for alla
a (reflexiviteten). Antag nu att Rab & Rcb &r sann. Med hjilp av symmetrin fas att Rcb & Rba ar
sann. Transitiviteten ger att Rca &r sann, och vi finner alltsd att Va VyVz ((Rzy & Rzy) — Rzx)
ar sann.

b) Antag att Vo Jy Rxy &r sann ... (1) och att Ve Vy Vz ((Rry & Rzy) — Rzx) ar sann ... (2).
For godtyckligt o finns da enligt (1) b s& att Rab &r sann. D& dr Rab & Rab sann, och (2) ger att
Raa ar sann. Alltsa dr R reflexiv. Antag nu att Rab ar sann. Reflexiviteten ger att Rbb ar sann.
Alltsd &r Rab & Rbb sann. (2) ger att Rba ar sann. Alltsd &r R symmetrisk. Antag slutligen att
Rab & Rbc ar sann. Med hjélp av symmetrin fas att Rcb & Rab &r sann. (3) ger nu att Rac &r
sann. Alltsa &r R transitiv.

Svar: svaret ar ja i bada fallen.

9) a) Om t.ex. p ar A och q ar ~ A, s& blir p«< ¢ falsk i alla tolkningar, dvs p—q £ ¢V r giller.
Om vidare r t.ex. ar ~ A s& giller inte g—~r E p & r (ty det giller ju t.o.m. i alla tolkningar att
g« r ar sann och p & r falsk).

b) Antag att g—r F p&r giller ... ()

Betrakta en godtycklig tolkning vari p+« ¢ &r sann. D& ar antingen bade p och ¢ sanna, och da &r
g V r sann. Eller si &r bade p och ¢ falska, och d& ger () (eftersom p & r &r falsk) att g« r ar
falsk, och vi far att r &r sann, och &terigen att ¢ V r &r sann. Alltsé géller p<—q E gV r.

Svar: nej i a), ja ib).

10) Lat ¢x vara formeln S(0) * x = x. Vi skall visa Vz ¢x.

Man far S(0) x 0 220, dvs ¢0.

Antag att ¢a giller, dvs S(0) xa = a.

Da fas S(0) * S(a) 2 (S(0)*a) + S(0) L a+5(0) 2 S(a+0) 2 S(a), dvs ¢S(a).
For godtyckligt a giller alltsd ¢a— ¢S (a) och dirmed Vz (¢px — ¢S(x)).

S& ¢0 & Vo (px— ¢S(x)) géller och enligt axiom P7 (med n = 0) Vz ¢x. Saken &r klar.

11) Vi skall visa att 0(A—B), ¢ (0 ~A —B) kg5 ¢B.

Idé: Om A géller i nadgon véarld, sa giller ocksd B i denna, enligt forsta premissen. I annat fall géller
O ~ A (i varje virld), och den andra premissen ger en virld dar B giller. Alltsa giller & B i bada fallen.
Falluppdelningen tyder pa att ett indirekt bevis (antag ~< B) behovs.

1 (1) O(A—B) premiss
2 (2) <©(O0~A—B) premiss
3 3 O~A-—B antagande
4 (4 ~OB antagande
5 (5) A antagande
1 (6) A—B 1 OE
15 (7) B 65 —B
1,5 (8) ©B 7 Ol
1,45 (9) A 4,8 ~E
14 (10) ~A 59  ~I
1,4 (11) O ~A 10 OI [(1) och (4) fullt modaliserade]
134 (12) B 311 —E
1,34 (13) ©B 12 ol
1,34 (14) A 4,13 ~E
1,3 (15) ~~OB 414  ~I
1,3 (16) ©B 15 DN
1,2 (17) ©B 2,3,16 <OE  [(1) och (16) fullt modaliserade]

Eftersom slutsatsen p rad (17) bara beror av premisserna pa raderna (1) och (2), r hirledningen

klar.



12) Vi skall visa att O Ve Gr, O3z Fr, O (x Hr & Vo (Fx—Gx)) Fgs ¢ JxGr.

Vi stker allts& en tolkning som gor premisserna sanna och den hogra sentensen falsk.

Om vi later v[G] = @ for alla vérldar v, s& blir den hogra sentensen falsk. For att f& den forsta
premissen sann maste vi d& ha nigon virld v med tom domén. For att f4 den andra premissen
sann maste vi ha nigon virld w; innehallande ett objekt som har egenskapen F. For att fa den
tredje premissen sann méste vi ha n&gon varld ws innehallande ett objekt som har egenskapen H
men inget som har egenskapen F' (eftersom Vz (Fx < Gz) ska vara sann i wy och wy[G] = & ska
gilla).

Ovanstéende resonemang visar att foljande tolkning med tre varldar loser uppgiften: W = {u, wy, wa},
D = {a}, u(D) = u[F] = u[G] = u[H] = @, wi(D) = wi[F] = {a}, wi[G] = wi[H] = 2,

U}Q(D) = ’LUQ[H] = {Ot}7 IUQ[F} = U.)Q[G] = .

13) Vi skall visa att A—C, B—~C F; B—~A.

Lat som vanligt S vara mangden av informationstillstdnd, med rot a och ordning <, i en intuitio-
nistisk tolkning.

Antag att alF A—C och alF B—~(C. Vi har att visa att alF B—~A4

Antag (for att f& motségelse) att a ¥ B—~ A, dvs det finns ett 0 € S med o IF B men o ¥~ A.
D4 finns 7 € S med 7 > o och 7 IF A. Eftersom « IF A— C féljer att 7 IF C. Vidare ger o IF B och
alk B—~C att o lF~C, vilket strider mot att 7 |- C. Vi far alltsd en motsigelse frn antagandet
al¥ B—~A, dvs vi har visat o IF B—~ A, och saken &r klar.

Va (~Fxz V A) genom att finna en tolkning X som bestyrker +©

Jx ~ Fx och 3x Fx — A och inte bestyrker Vz (~ Fz V A).

Betrakta tolkningen (se fig.) S = {a, 8}, <= {{a, 5)}, T
dom(a) = {®, &}, dom(p) = {O, ®},

warr(a) = &, warr(8) = {{(‘F7,©), A}. a

Den ger:

14) Vi skall visa att 3z ~Fz, 3z Fx— A ¥ P
O

e o lF Jz~Fz, ty ® €dom(a),a« ¥ F® och § ¥ Fo.

e IF JxFz— A ty « W JxFz (eftersom o« W FO och o ¥ F®), medan
(6 Ik Jx Fz eftersom § |- F®) och 5 |- A.

e a W Va(~FaxVA),tya ¥F~FO VA tya ¥ ~F@® (eftersom f I+ F®) och
a ¥ A

Saken ar klar.

15) Forutsdttningen dr ekvivalent med att sentensmingden I'U ~ A U © saknar modell, dir
~A ={~p: p € A}. Enligt kompakthetssatsen har den en #ndlig delmingd som saknar modell.
Denna delméngd kan skrivas IVU ~A’ U ©' dir TV, ~A’ och @’ &r éndliga delménder av I', ~A
respektive ©. Dirmed &r saken klar.

16) Den givna sentensen  Vu3IX Vzx (u(u(z)) = u(z) < Xu(z)) &r sann precis om det for varje
val av f : D — D finns P C D s4 att for alla 0 € D giller att f(o) € P omm f(f(0)) = f(o).
Eftersom vi for varje val av f kan sitta P = {f(0) : f(f(0)) = f(0), o0 € D} s ser vi att sentensen
ar sann i alla tolkningar, dvs

Svar: Sentensen ir en tautologi.



