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1) Vi vet att X &r en av A och B och att A séger:

"B dr X och hon och jag &r olika sorter (en kung och en narr).”

Vi skall utréna om det gar att avgora vad X ar, och vad han/hon i sa fall ar.

Enligt forutsdttningarna finns tva fall, A eller B &r X.

Om A ar X dr B inte X, sa A (dvs X) ljuger, sa da &r X narr.

Om B ar X dr det om A ar kung sant och om A &r narr falskt att A och B ar olika sorter,
sa B (dvs X) &r narr. Sa ocksa d& &r X narr.

Sa Svar: Ja, det kan avgoras, X dr narr. (Men vi vet inte om X ar A eller B.)

2) Att visa: AV (B—C), ~(B—A) + C.
Idé: Den andra premissen ger B & ~A. ~ A ger med den forsta B—C (DS), sa B ger C (—E).

1 (1) Av(B—C) premiss
2 (2) ~(B—A) premiss
2 (3) B&~A 92 SI(Neg-Imp)
2 (4) ~A 3  &E
1,2 (5) B—C 14 SI(DS)
2 (6) B 3  &E
12 (7) C 56 —FE

Slutsatsen pa rad (7) beror bara av premisserna pa raderna (1) och (2), saken &r klar.

3) For att avgora om JzFax—~Ga F Va (Vy Gy— ~ Fx) soker vi motexempel
(tolkningar som gor premissen sann och slutsatsen falsk):

I tablan véxlar de tre faserna: T: JxFr—~Ga V1
1. Satslogiska 1,2; 6,7; F: Vae(VyGy—~Fx) /3,
2. T3,FV 3, - /\
3. Tv,F3 4,5; 8;
(Vissa index dubbelanvénda) 1F: Jz Fx aa, bs 1T ~Ga Va
sF: VyGy—~Fb /g ofF : Ga
4F : Fa sF: YyGy—~Fb /g
5K : Fb 6T : Yy Gy ag
6T : Yy Gy 6F : ~Fb vz
Tablan sluter sig, sa svar: 6 : ~Fb V7 7T : Fo
Slutledningen #r giltig. 7T : Fb T : Ga
X X

4) Att visa: JzVy (Hx V Ky) b Va (~3Jy Hy— Kx).

Idé: Antag ~3Jy Hy for att visa K for ett godtyckligt element. Premissen ger Vy (Ha V Ky), nagot
a (dvs det antas for JE), sa Ha V Kb, godtyckligt b. Antagandet ~3y Hy ger Vy ~ Hy och darmed
~Ha, sa Kb osv.

1 (1) ZzVy(HzV Ky) premiss
2 (2) ~3JyHy antagande
3 (3) VYy(HaV Ky) antagande
3 (4 HaVKb 3 VE
2 (5) VYy~Hy 2 SI(QS)
2 (6) ~Ha 5  VE
23 (1) Kb 46  SI(DS)
1,2 (8) Kb 1,3,7 JE J[aintei (1),(7),(2)]
1 (9) ~JyHy—Kb 2,8 —I

1 (10) Va(~3yHy—Kz) 9 VI [bintei (1)]
Slutsatsen pa rad (10) beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.



5) 1. 7 Anna gillar alla som gillar ndgon som inte gillar Anna.”

dvs "For alla x, om det finns y sa att = gillar y och y inte gillar a, sa gillar a z”,

dvs ?Fér alla x, om det finns y sa att Gxy och ~Gya, sa Gax”,

sa svar: Ve (Jy (Gzry & ~Gya) — Gax)

2. ”Var och en gillar sig sjilv, men nagon gillar ocksa nagon annan.”

dvs "For alla x géller att z gillar  men (dvs och) det finns y sa att det finns z sa att z inte
ar y och y gillar 2”7,

dvs "For alla = géller Gxx och det finns y sa att det finns z sa att z # y och Gyz.”

sa svar: Ve Gex & y 3z (z # y & Gyz) (Vo Grzx & Jx 3y (y # © & Gry) gar lika bra.)
I bada fallen ar forstas fler logiskt ekvivalenta varianter maojliga.

6) For att visa att 3z Jy Ray, VaVy ((Rxy & © # y) — ~ (32 Ryz — Ryz)) ¥ Jz Rzx skall
vi finna en tolkning som gor premisserna sanna och den tankta slutsatsen falsk.

Uttryckt i "punkter och pilar” ar 3z Jy Rry sann precis om det finns minst en pil, medan
VaVy ((Rxy & = # y) — ~ (32 Ryz — Ryx)) ar sann precis om det for varje par av olika
punkter «, 5 med en pil fran « till 8 finns (minst) en pil fran B och ingen pil fran G till «
(~(3z Rbz— Rba) &r ju sann precis om 3z Rbz ar sann och Rba ar falsk).

Jz Rzx (som skall undvikas) betyder att det gar en pil fran nagon punkt till den sjélv.
Genom att prova med 1,2, 3, ... element, finner man tolkningen (med minimal domén):

D ={a,B8,7v}, Ext(R)={{a, ), (B,7), (v, )} (se fig. vid uppgift 16).

Den gor ju

e Jx Jy Rxy sann, ty Rab &ar sann (ty (a, 3) € Ext(R))

o Ve Vy ((Rxy & = # y) — ~ (Iz Ryz — Ryx)) sann, ty de enda xy som gor VL i
implikationen sann &r ab, be, ca (ty bara {(«a, 3), (3,7), (v, &) € Ext(R)) och for dessa
par dr ~(3z Ryz — Ryx) sann, ty 3z Ryz — Ryx ar falsk, ty 32 Rbz, 3z Rez, 3z Raz
ar sanna (ty Rbe, Rca, Rab sanna) och Rba, Rcb, Rac falska

e Jx Rxx falsk, ty Raa, Rbb, Rec dr alla falska (ty (o, o), (3, 8), (v,7) ¢ Ext(R)),

sa saken ar klar.

7) Att visa: Vo JyVz (Prz—y=z) b VaVy (3z (Pzx & Pzy)—z =y).

Premissen: det gar precis en pil fran varje punkt, slutsatsen: det gar inte fran nagon tva pilar.
Idé: Vi antar 3z (Pza & Pzb) och visar a = b. Antagandet ger Pca & Pcb for nagot ¢ (dvs det
antas for 3E). Premissen ger Vz (Pcz < d = z), nagot d (antagande igen), sa d = a och d = b osv.

1 (1) VzdyVz(Przey=2) premiss
2 (2) 3Fz(Pza& Pzb) antagande
3 (3) Pcak& Pcb antagande
3 (4) Pca 3 &E
3 (5) Pcb 3 &E
1 (6) FyVz(Pczey=2z) 1 vE
7 (7)) Vz(Pcze—d=z) antagande
7 (8) Pca—d=a 7 VE
7 (9) Pcb—d=hb 7 VE
37 (10) d=a 84 oF
37 (11) d=b 95 ©FE
37 (12) a=b 1011 =E
1,3 (13) a=b 6,712 JE  [dintei (6),(12),(3)]
1,2 (14) a=b 23,13 JE [cintei (2),(13),(1)]
1 (15) 3Fz(Pza& Pzb)—a=1b 2,14 —I
1 (16) Vy(3z(Pza& Pzy)—a=y) 15 VI [bintei (1))

1 (17) VaVy(Iz(Pzx & Pzy)—xz=y) 16 VI  [ainte i (1)]
Slutsatsen pa rad (17) beror bara av premissen pa rad (1), saken &ar klar.

8) Se nésta sida.

9) Vihar: «) p¥q, ) pE~gq.
«) betyder precis att det finns minst en tolkning som gor p sann och ¢ falsk.
B3) betyder precis att det inte finns nagon tolkning som gor p sann och ~ ¢ falsk (dvs ¢ sann),
dvs att i varje tolkning dr minst en av p och g falsk.
Valet p: A, g : B gor o) sann (A ¥ B giller) men () falsk (A F~ B giller inte), sa o) # ).
Valet p : A, g godtycklig gor o) falsk (A E g géller) och 8) sann (A E~gq giller), sa 8) = «).
Alltsa svaret: «) = 8), () # a).
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8) Den givna sentensen Vz (Jy ~ (Qzy <« Quz) & Yy (Qzy V Quy)) ar tydligen sann precis
om p; : Va Iy ~(Qry<— Qyz) och py : Vo Vy (Qzy V Quy) bada dr sanna. p; séger, uttryckt
med ”punkter och pilar”, att det for varje punkt finns en (annan) punkt sa att det gar en
pil i precis en riktning mellan de tva punkterna. po séger att det givet tva punkter finns en
pil fran minst en av dem till punkt nummer tva.

Relationen Q som gor den givna sentensen sann ar

e reflexiv, dvs Vo Qzzx &r sann, ty for godtyckligt a ger ps (med
VE) att Vy (Qay V Quy), sa (VE igen) Qaa V Qaa, dvs Qaa

e sikert inte symmetrisk, dvs Vo Vy (Qry — Qyz) ar falsk,
ty p1 ger att det for varje a finns b sa att Qab och Qba har ohka
sanningsvarden, dvs en av Qab— Qba och Qba— Qab ar falsk

e inte sikert transitiv, dvs VzVyVz ((Qzy & Qyz) — Qzz)
behover inte vara sann, ty

en tolkning som gor den givna sentensen sann men inte gor Q transitiv ges av (se fig.):
D= {O‘7ﬁ77}7 EXt(Q) = {<a7 @), <O‘7ﬁ>7 (B, B), <’77a>7 <’V7’7>}'

Den gor ju p; och py sanna, men inte (Qca & Qab) — Qcb, ty Qca, Qab ar sanna i tolkningen,
men inte Qcb.

Svar: Q ar reflexiv, men den ar inte symmetrisk och behover inte vara transitiv.

9) Se foregaende sida.
10) Vi skall visa Vz ¢z, dér ¢z &r = + x # S(0). Vi far anvénda VaVyx +y =y + x.

P2
@0 géller, eftersom 0 + 0 =) # 5(0).
Antag att ¢a géller, dvs a + a # S(0) (vi kommer 1nte att behéva antagandet). .
Dé fis S(a) + S(a) = S(S(a) + a) *=* S(a + S(a)) = S(S(a+ a)), men S(a + a)#0 och
dérmed (enligt P1) S(S(a + a)) # S(0), sa ¢S(a).
Dérmed géller ¢pa— ¢S(a) for alla a, sa Vz (px— ¢S(x)).
Sa @0 & Vz (px — ¢S(x)) galler och enligt axiom P7 (med n = 0) géller da Va ¢z, dvs det
onskade Vx x 4+ x # S(0), sa saken ar klar.

11) Vi skall visa att O (AVOB) kgs O(CAVB).

Idé (semantiskt:) Enligt premissen &r AV O B sann i ndgon vérld. Om A ar det, ar ¢ A, och darmed
& AV B sann i alla varldar, sa slutsatsen. Om O B ar sann ar B, och darmed ¢ AV B, sann i alla
varldar, sa slutsatsen. Tvafallsresonemang, beviset kan ske genom att anta motsatsen och sikta
mot DN, eller med en maximumformal (& A). Nedanstdende ar ett alternativ.

1 (1) <©(AvOB) premiss
2 (2) AvOB antagande
3 (3 A antagande
3 (4) o4 3 o1
3 (5 ©AvOB 4 VI
6 (6) OB antagande
6 (1) ©AvVOB 6 VI
2 (8) OAVOB 23567 VE
1 (99 ©AvOB 1,2,8 CE  [(8) fullt modaliserad]
10 (10) <A antagande
10 (11) ©AVB 10 VI
12 (12) OB antagande
12 (13) B 12 OE
12 (14) ©AVB 13 VI
1 (15) OAVB 910,11,12,14 VE
1 (16) O(CAvVB) 15 adI  [(1) fullt modaliserad]

Slutsatsen pa sista raden beror bara av premissen pa rad (1), sa saken &r klar.



12) Vi skall visa att 03z OVy Pay Egs < Vy O3z Pry.
Vi soker alltsa en tolkning som gor O dx & Vy Pry sann och < Vy O dzx Pxy falsk, dvs som
gor ~ <O Vy O Jx Pry = 03y O Ve ~ Pry sann.
Om det bara finns en vérld, |W| = 1, blir pastaendet ekvivalent med 3z Vy Pxy ¥ Vy 3z Pxy,
vilket inte géller. Om det bara finns ett element (som maste finnas i alla vérldar, ty O3z ...
ar sant), |D| = 1, svarar pastaendet mot OO A E OO A, vilket galler.
Tolkningen W = {w*,u}, D = {a}, w*(D) = u(D) = {a},w*[P] = {{a, @)}, u[P] = @
visar pastaendet, ty den gor
e O 3x O Vy Pxy sann, ty w*[0 3z OVy Pay] = 1,
ty w*, u[Fz OVy Pry] = 1, ty w*,u[OVy Pay] =1,
ty w*[Vy Pay] = 1, ty w*[Paa] =1 ({a, ) € w*[P])
e OVy O3z Pxy falsk, dvs O3y OV ~ Pry sann, ty w*[0 3y O Ve ~ Pry] = 1,
ty w*, u[Fy OV ~ Pxy] = 1, ty w*,u[O Ve ~ Pxa] =1,
ty u[Vz ~ Pza] = 1, ty u[~ Paa] = 1, ty u[Paa]l =0 ({o, @) ¢ u[P])
Saken ar klar, vi har visat O Jx O Vy Pxy Fgs <©VyOIdx Pxy.

13) Vi skall visa att ~(A—~B) F; ~~(A& B).

Lat som vanligt S vara méngden av informationstillstand, med rot « och ordning <, i en
intuitionistisk tolkning.

Antag att o IF~(A— ~ B). Det betyder precis att for alla o € S géller o ¥ A— ~ B. Det
i sin tur betyder att det finns 7 € S, 0 < 7, med 7 IF A, 7 ¥~ B, dvs det finns v € S,
T<wv,medvlF A (ty 7IF A) ochvlF B,savl- A& B. Eftersom o < v betyder det att
oW ~(A& B), sa (o var godtyckligt) a lF~~(A & B).

Saken ar klar, vi har visat ~(A—~B) Fr ~~(A & B).

14) Vi skall visa att Va Fo —~ A F; A— Jx ~ Fx genom att finna en tolkning sa att
alk Ve Fxr—~Aoch a ¥ A—3dx ~ Fzx. Det forsta kan astadkommas genom att o ¥ Vx Fx,
alla o, och den andra genom att o I- A, a ¥ Jx ~ Fx.
Man far med tolkningen (se fig.) S ={¢, 8}, <= {(a, §)}, dom(a) = {O},
dom(B) = {®, @}, warr(a) = { A}, warr(8) = {(F, @), A"} Fio
e alF Ve Fr—~A ty a, ¥ Vx Fu, 5 A
ty ¥ F@ (och a < §,® € dom(f))

e oW A—dx ~Fx, ty alk Aoch al¥ dx ~Fz, T
ty (dom(a) = {®} och) a ¥ ~F®, ty fIF FO i
Sa saken ar klar, vi har visat Ve Fe —~ A ¥y A—Jdx ~Fx. @ A

15) Vi vet att for varje tolkning finns sentenser p € ', g € A, r € O sa att minst tva av dem
ar sanna. Sentensméingden == {~(p& q),~(p&r),~(q& ) |p €T,q € A,r € O} saknar
saledes modell. Enligt kompakthetssatsen finns en &ndlig delméngd Z' C = som saknar
modell. Lat TV, A’, ©' besta av de p, q respektive r som ingar i Z’:s sentenser. I, A’, ©' blir
da dndliga och far den 6nskade egenskapen. Saken &r klar.

16) Lat systemet av axiom kallas A = {p1, p2, p3, 04}, med

p1: Vo ~Rxx (R ar irreflexiv), dvs det finns inte nagon pil fran en punkt till sig sjilv,

p2: Ve VyVz ((Rxy & Ryz) — ~ Rxz) (R ar intransitiv), dvs om tva pilar ligger ”i rad” finns
ingen pil fran den forstas bas till den andras spets,

ps: Vo Vy ((Rxy < Ryx) —x = y), dvs mellan tva olika punkter gar en pil at precis ett hall,
pa: Ve Vy3Iz ~(x = 2V y = z), dvs det finns minst tre punkter (element i doménen).

Lat D vara doménen {or en modell for A och (p4) o, 8,y € D vara tre olika Pye
element, valda (ps) sd att Rab &r sann. Eftersom dels Rbc eller Reb och

dels Rca eller Rac &r sanna (p3), finns det tva pilar ”i rad” ({Rab, Rbc), / \
(Rca, Rab) eller {(Rac, Reb)) och py bestammer den tredje pilens riktning 5. — e
(se fig.). Det finns (p1, ps3) inga andra pilar mellan «, 3, 7.

Om det finns ytterligare ett element, § € D, maste (som nyss, men for «, 3,0) Rab, Rbd, Rda
vara sanna och (samma igen, nu for 3,~,d) likaledes Rbc, Red, Rdb. Men enligt p3 kan inte
bade Rbd och Rdb vara sanna, sa det finns inget fjairde element i D!

Alla modeller for A ser alltsa ut som figuren (ev. bortsett fran elementens namn), de &r
isomorfa och gor samma sentenser sanna. For varje sentens p i spraket géller alltsa antin-
gen A E peller A E ~p, sa (fullstindighetssatsen) antingen A4 + peller A - ~p, dvs p
eller ~p tillhor teorin och teorin ar fullstdndig, saken ar klar!
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