Tentamen: Losningsforslag

Tisdag 7 juni 2016 08:00-13:00
Differential- och integralkalkyl II, del 2, SF1603, Flervariabelanalys
Inga hjalpmedel ar tillatna.
Max: 40 poang

1. (4 poéng) Bestam gransvérdet

2
T
(z,y)—(0,0) = + Yy

eller visa att gransvardet inte existerar.

I2y
I4+y2 .

Loésning: Lat f(x,y) = For restriktionen av f till xz-axeln har vi

f(z,00=0—0 da =z —0.

A andra sidan, for restriktionen av f till parabeln y = 22 har vi

4
da =z — 0.
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Eftersom dessa tva gransvarden ar olika sa foljer att f saknar gransvarde da
(z,y) — (0,0).

Svar: Gransvardet existerar inte.

2. (4 podng) Beridkna

for y > 0.
Losning: Vi berdknar, for y > 0,
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3. (4 podng) Berikna dubbelintegralen

2vin3 vIn3 |
/ / e¥ dxdy.
0 y/2

Losning: Da funktionen e®* inte kan bli explicit integrerad med avseende pa z sa
byter vi integrationsordning. Detta ger

2vIn3 pvIn3 vin3 2 VIn3 5
/ / e” dxdy = / / e’ dydx = / 2ze” dx
0 y/2 0 0 0

21vVIn3
=e’ ’011 —end_1=2

Svar: 2.

4. (4 poiing) Transformera f;, till de nya variablerna

u=z+y,
v = xY.
Losning: Detta ar uppgift 2.55 i 6vningsboken. Kedjeregeln ger
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Detta ger
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Alltsa far vi
fay = Fiu+ufiy +0f0 + £

Svar: fy, = fify + ufiy vl + fi-



5. (4 podng) Betrakta en triangel vars tre sidor har lingderna a,b,c och dér «, 3, v
betecknar motstaende vinklar enligt foljande figur:

Hitta ett implicit uttryck for a = «(a, b, ¢) som en funktion av a, b och ¢ och bestdm

. : da da
de partiella derivatorna = och .

Losning: Enkel geometri ger

ccos B+ bcosy = a,
acosy+ ccosa = b,
bcosa + acosff = c.

Vi kan eliminera  och « fran det hér ekvationssystemet tex pa féljande sitt. Forsta

ekvationen ger cosy = § — §cos . Satter vi in detta uttrycket for cos~y i andra

ekvationen far vi

2 b 2
a——%cosﬁ—i—ccosa:b dvs cosff=—— b_ﬂ_ccosa .
b b ac b

Detta ger efter forenkling

¥ oo
cosff = —— + — + —cosa.
ac ¢ a
Vi sdtter in detta uttrycket i tredje ekvationen och forenklar. Det foljer att o ges

implicit som en funktion av (a, b, c) av ekvationen

a® —b* — 2 + 2bccosa = 0. (1)

For att berakna g—g deriverar vi (1) partiellt med avseende pa a vilket ger

0
2a — 2bc(sin a)a—z =0 dvs g—z = bcscilna'

For att berakna %‘g deriverar vi (1) partiellt med avseende pa b vilket ger

—b
—2b+ 2ccosav — 2bc(sina)g(lj =0 dvs g‘;‘ _ %
csin

Svar: Funktionen a = a(a, b, ¢) ges implicit av ekvationen a?—b%—c?+2bccosa = 0

och
O a Oa  ccosa—b

da  besina’ b besina



6. (4 poéang) Berdkna
/// mzey+z2dxdydz
K

K={(#,2)eR0<z<1,0<y<20<z<1}.

dar

Losning: Vi berdknar

1 2 1
/// a:zey+’22d:cdyd2 = / / xeyzez2dxdydz
K 0o Jo JO
1 2 1
/ a:dz) (/ eydy> </ ze? dz)
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Svar: 4 )

7. (4 poing) (a) Ar u = (2zy%z, 22%yz, 22y? — 22) ett potentialfilt?

Losning: Detta ar uppgift 10.62 i 6vningsboken. Vi soker en potential U(x,y, z)
sadan att VU = u, dvs

Ul = 2212, U; = 222%yz, U, = 22y? — 2z.

Integration av ekvationen for U. ger U = z%y%z + f(y, 2) diir f(y, z)inte beror pa
z. Sétter vi in detta i ekvationerna for U, och U] blir dessa

202y + foy,z) = 22%yz och 2% + fl(y, 2) = 2%y — 2z.
Dessa ekvationer dr uppfyllda om vi viljer f(y, z) = —z2. Alltsa r
2

Ulr,y,2) =2%y*z — 2

en potential till u. S& u ar ett potentialfalt.
Svar: u ar ett potentialfalt.
/ u-dr
~

(b) Berdkna
langs kurvan ~ given av r(t) = (cost,sint,sint), 0 <t < /2.
Lo6sning: Kurvan v borjar i punkten (cos0,sin0,sin0) = (1,0, 0) och slutar i punk-

ten (cos(m/2),sin(mw/2),sin(7w/2)) = (0,1,1). Det foljer att integralen har vardet

/u-dr:U(O,l,l)—U(l,0,0):—1—0:—1.
v

Svar: —1.



8.

10.

(4 poiing) Ytan S bestar av den delen av paraboloiden z = x? + 4y? som ligger
under planet z = 1 orienterad sa att normalvektorn N far positiv z-komponent.
Bestim flodet av vektorfiltet V x F genom S dir F = (y, —xz, 222).

Losning: Enligt Stokes’ sats sa ges flodet av

//(VxF)-NdS: F . dr.
S aS

Randen 98 till ytan S #r skdrningen av paraboloiden z = x? + 4y? med planet
z=1, dvs
98 = {(x,y,1) € R |2? + 49> = 1}.

Da 1
r(t) = (cost,ﬁsintJ), 0<t< 2m,

ar en parametrisering av 05, foljer det att flodet ges av

21
//(v x F)-NdS = / F(r(t)) r'(t)dt
S 0
21 1
:/ <lsint,—cost,cost> . (—sint,fcost,())dt
0 2 2

27 27
1 1 1
:/ (—sinzt—cos%)dt:—/ dt = —.
0 2 2 2 Jo

Svar: Flodet ar —.

(4 poéng) Berédkna

// e(”y)zdscdy
D

dér D ar triangeln med horn i (0,0), (1,0) och (0,1).

Losning: Satt g(x,y) =z +y och G, = {(z,y) € D|g(z,y) < u}. Lat A(u) vara
arean av G,. Da ar A(u) = % Med h(u) = ¢"* kan integranden skrivas

T+ = h(g(x,y)).

Enligt teorin for integration med hjélp av nivakurvor blir

1 1 u?
// e(””+y)2dxdy = / h(u) A’ (u)du = / e udu = S—
D 0 0 2

Svar: e;—l

! e—1

0 2

(4 poéng) Lat Y vara ytan som erhalls da en cirkel i xz-planet med radie 2 och
mittpunkt (3,0,0) roteras kring z-axeln.

(a) Bestdm arean av Y.

Losning: Cirkeln i xz-planet med radie 2 och mittpunkt (3,0,0) har parametris-
ering
(z,y,2) = (34 2cost,0,2sint), 0<t<2m.



Det foljer att ytan Y parametriseras av

r(o,t) = ((34+2cost)cos g, (3+2cost)sinp, 2sint), 0<p<2r, 0<t<2m.

Vi har
r, = (—(3 4 2cost)sinp, (3 + 2cost) cos ¢, 0)
och
r, = (—2sintcos, —2sintsin g, 2 cost)
vilket ger

A (6 cost cos o + 4 cos® t cos p, 6 cos tsin ¢ + 4 cos® ¢ sin i,
2sint cos ¢(3 + 2 cost) cos g2 sint sin (3 + 2 cos t) sin p) (2)

= ((6cost+4 cos?t) cos ¢, (6 cost + 4 cos® t) sin ¢, 6sint + 4sint cost).
Vi finner f6ljande areaelement:

dS = |r, x ry|dpdt

= \/(6 cost 4 4cos?t)2cos?p + (6cost + 4cos?t)2sin? p + (6sint + 4sint cost)2dpdt

= /(6cost + 4cos?t)2 + (6sint + 4sint cost)2dpdt

= /36 cos2t + 24 cosPt + 16 cost ¢ + 36sin? ¢ + 24 sin t cos ¢ + 16 sin? ¢ cos? tdpdt

= /36 + 24 cos t + 16 cos? tdpdt
= (6 + 4 cost)dpdt.

Detta medfor

2w 27 27
Area(Y) = // s = / / (6 + 4 cost)dedt = 27r/ (6 + 4 cost)dt = 24n>.
Y o Jo 0

Svar: Y har area 2472,

(b) Berékna ytintegralen

/[ ¥ was

dar F = (0,0, 2/2) och orienteringen ar sadan att den positiva enhetsnormalen i
punkten (5,0,0) € Y har positiv z-komponent.

Loésning: For ¢ = ¢ = 0 har vi r(0,0) = (5,0,0). Sdtter vi ¢ = ¢ = 0 i ekvation
(2) finner vi att r), x r; = (10,0,0) da (p,t) = (0,0). Alltsa pekar r), x r; och N
at samma riktning (detta kan dven inses geometriskt). Med andra ord r{, x r; dr

en positivt orienterad normal och vi kan skriva det vektoriella areaelementet som
dS =NdS = (r; x 1})dpdt.

a andra sidan ar
F(r(p,t)) = (0,0,sint).



Detta innebér att

2r 27
// F - NdS :/ / (0,0,sint) - ((6cost + 4cos®t) cos p, (6 cost + 4 cos® t) sin ¢,
Y o Jo

6sint + 4sint cos t) dedt

2r 27
:/ / sint(6sint + 4sint cost)dodt
o Jo
2m
=27 / (6sin®t + 4sin®t cost)dt
0

2T

1-— 2t

= 27r/ (GCSS() + 4 sin? tcost)dt
0

3 4 21
=27 {Bt —5 sin(2t) + 3 sin® t] .
= 1272,
Svar: 1272

Alternativ 16sning: Vi har divF = 1/2, sa divergenssatsen ger

// F-NdS = /// divFdV = 1Volym(K),
Y K 2

dir K ar volymen innesluten av Y och normalen N ar utatriktad. Ytan Y erhalls

genom att rotera grafen av f(r) = /22 — (r — 3)? runt z-axeln dar r = /22 + y2.

Skalmetoden for en rotationskropp ger saledes

5 5
Volym(K) :/ 2f(7“)27rrd7“:47r/1 /4 — (r — 3)2dr.

1
Vi har

/rmdr:/<r_3)mdr+3/mdr
= Loz +3/mdr

3

och den sista integralen i hogerledet kan berdknas med variabelbytet r—3 = 2sin s:

/\/4—(r—3)2dr:/\/4—4sin282cossds:4/cos23d3

=25+ 2cosssin s

= 2arcsin (7,2) + (r —3)V1 —sin%s

-3 -3
:2arcsin<r2 >+r2 4—(r—3)>=%

Alltsa finner vi

1 B B 5
Volym(K) = 4r| 5 (4—(r—3)*)**+6 arcsin (T . 3>+3T 5 S A= (r—32| =oar
1

Alltsa far vi aterigen [[, F - NdS = 1272,



