Losningar till tentamen i kurs SF1605 Kompletteringskurs i linjir algebra 120109.

1. Lat P(n)= ZZk—_le =1 —Lz . PQ2): VL= 3 HL dvs P(2) ar sann.
k=2 (k - 1) k n 4
Vi antar nu att pastiendet &r sant for ett fixt men godtyckligt valt »n och visar
att det da dr sant for n+1:
n+l _ n _ —
z 2k 21 - = 2k 21 -+ 2nt P 1 - = {induktionsantagande} =
mk-D)k" Sk-Dk" (n+l1-1)"(n+1)
1 2n+1 2n+1—(n+1)> 1

T2 T 7 =1+ 2 T =1- 2

n° n(n+1) n-(n+1) (n+1)

Dé dr P(n) sant for n > 2 enligt induktionsprincipen.

2. Vi bestdmmer forst en ortogonal bas i det givna delrummet. Gram-Schmidts metod ger:
Lat u, =(1,0,1,1) , u, =(2,1,0,1). Dessa utgor en bas 1 det givna delrummet. Lit nu

2N 2 (2,10,) - (LO,L) = (LL-1,0). 7,7, } utgér nu
Vl . Vl

en ortogonal bas i delrummet. L4t u = (1,LL1,1) . Den sokta projektionen ges nu av

v, =u, ochbilda v, =u, -

Vv Vy Y,

Uhp BV g 0L+ %(1,1,—1,0) - %(4,1,2,3) .

3.a) Se kap 6 1 liroboken

1 0 01
b) Bilda matrisen A4 = {0 5 0 J . Dé giller att W ar matrisens radrum. Enligt en sats ges
da det ortogonala komplementet av matrisens nollrum. Vi léser ekvationen Ax =0 :
2 0

toot o froo 1 0 1| fo
- = X = S+ . et ortogonala
0201 of 010 ¥ 0 of |1 &

-2 0
komplementet ges alltsa av span{(Z,l,O,—2), (0,0,1,0)} .



4. Forst bestimmer vi matrisen for 7' relativt standardbasen {l,x,x2 } .Kolumnerna ges
av bildernas koordinatvektorer i denna bas.

TH)=0=0-1+0-x+0-x" , T(x)=x+1=1-1+1-x+0-x> , T(x*) = (x +1)- 2x = 2x + 2x* =

=0-142-x+2-x".

Detta ger matrisen . Vivill diagonalisera matrisen. Egenvirdena dr 0,1 och 2.

o O O
O =
Do O

Vi soker egenvektorer:

01 0 O 01 0 O 1
A=0:/0 1 2 0|—>|0 0 1 O|=|0]f
00 2 O 0 00 O 0

A=2:1 0 -1 2 0(—>|0 I -2 0|=|2]t
0 0 0 O 0 0 0 O 1
Viviljer t=1 och far basen {1,1+x,1+2x+x2} av egenvektorer 1 vilken matrisen
0 00

for 7 gesav [0 1 0
0 0 2

5.a) Vi visar det som krivs enligt definitionen av en linjar avbildning:
1. T(A+B)=A+B-(A+B) =4+B— (A" +B")=4—- A"+ B-B" =T(A)+T(B)
2. T(kA) = kA —(kA)" =kA—kA" =k(A—A") = kT(A)
foralla 4,B € M,, ochallareellatal k.
b) ker(T) = {A :T(A) = 0} = A-A4"=0= A= A" = ker(T) bestar av alla symmetriska

2 x 2 —matriser. Vi kan skriva

a b 1 0 0 1 0 0 . - , ,
A= =a +b +c . De tre matriserna till hdger spanner kdrnan.
b ¢ 00 1 0 0 1

0 0
De dr ocksa linjért oberoende ty om vi sitter hogra ledet till [0 0} fas a=b=c=0.

De utgér da en basi ker(7) .

c¢) Fran b) ser vi att dimensionen hos kérnan dr 3 . Eftersom dimensionen hos M,, ar
4 ger dimensionssatsen att rank(T)=4-3=1.



