Losningar till tentamen i kurs SF1605 Kompletteringskurs i linjir algebra 120612.
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I Lat P(n)=Y ket =122+ Da”+na
=1 (a=1)
dvs P(1) ér sann.
Vi antar nu att pastdendet dr sant for ett fixt men godtyckligt valt n och visar
att det da ar sant for n+ 1. Vistuderar VL 1 P(n+ 1):

n+l

Z ka' = ka* ' +(n+1)a" = {induktionsantagande} =
k=1 k=1
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_ 1+(n+Da"(a’> —2a)+na"" _ 1-(n+2)a"" +(n+1)a"" _HL i P(+1).
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Da dr P(n) sant for n>1 enligt induktionsprincipen.
2. Vi for matrisen till trappstegsform:
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a) Vi soker Iosningarna till systemet AX =0: x, =s5,x; =¢,x, =0,x, =~ = x, = —5 —t
SR
1 0
dvs x=s| 0|+ —1|. De tva vektorerna i 16sningen spinner nollrummet och &r linjart
0 0
0 1

oberoende och dr déarfor en bas 1 nollrummet som da har dimensionen 2.
Dimensionssatsen lyder: rank(A)+ nullity(A) = n dir rank(4) och nullity(A) ér
dimensionerna hos kolumnrummet resp nollrummet och # &r antalet kolumneri 4 .
Detta ger rank(A) =5-2=3.

b) Kolumnerna med ledande etta i matrisens trappstegsform ar nr 1, 3 och 4. Da ar
motsvarande kolumneri 4 en bas i matrisens kolumnrum dvs



—1 o) _
, , ar en bas dar.
1| -2 0
0 1 1

3 a) En godtycklig matris i } kan skrivas:

a b 1 0 0 1 0 0 )
A= =a +b +c . Detta ger att de tre matriserna
c —a 0 -1 00 10

spanner V.
. R - . |0 0]
De ér ocksa linjart oberoende ty om vi sdtter hogra ledet till 0 0 fas a=b=c=0.

De utgér dd en basi V.
b) Den sokta matrisen har som kolumner koordinatvektorerna [T (4, )] s, i=123.

1 -1t of1 1] [1 2

A= 1lo _ilo 11510 _y|=4+24:+04
1 —1fo 11 1] [o 1

T=lo 4]0 ofo 1|70 of 4 *14*04

T(A)_l—l"o of1 1] [-1 —1_A L
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1 0 -1
Detta ger [T]B: 2 1 —1}.
0 0 1

4. Lat f(x)=a+bx+cx’ +dx’ = f'(x)=b+2cx+3dx> = f(0)=0=5b=0.
Dvs f(x)eV = f(x)=a+cx> +dx’ . Lat B:{l,xz,x3}. D4 giller att
V = span(B) . Dessutom fas: a+cx”> +dx’ =0= a =c =d =0 vilket innebir

att vektorerna i B &r linjért oberoende. Alltsd &r B en basi V. Vi ortogonalise-
rar den med hjdlp av Gram-Schmidts metod:

Lat u, =1,u,=x",u, =x". Viviljer v, =1. Vi bildar nu
(u.m)
(vom)

Detta ger v, =x” 1.

<“3=V1> <”3>"2>

Vy = Uy — v, = v, dér

<"1"’1> 1 <V2’V2>

1 1 1
<u3,v1>=l+_|.3x2 0dx =1, <u3,v2>:0+_|.6x3dx:0 , <v2,v2>:0+_|.4x2dx:§.
-1 |

-1

V, =U, —

1 1
v, dar <u2,vl>:1+.[2x-0dx:1 , <v1,vl>:l+.[0dx:1.
-1 -1




1
18
Detta ger v, =x° —1, <v3,v3> =0+ J.9x4dx =? . En ortonormal bas i V' dr da

3., 5 5
{l,\/%(x —1),\/%@ —1)}.

5a) Regler for matrismultiplikation ger:

v v Vv,
v,V v,

proj, v =, VW, + (@, VW, et (v, VW, = vy, = v, ] o =44
v, -V v,

b) Lit u, =(-1L0), u, =(-1,0,1) . Dessa ir linjdrt oberoende och utgér darfor en basi V.
For att ortogonalisera denna anvédnder vi Gram-Schmidts metod:
_ (_15031) : (_1:190)

: 1
Lat v, =u, , v, =u, ———v, =(-1,0,1 -LL,0)==(-1,-1,2) . Vi
i T =i = = (0D~ S S L0 = (1-12)
1 1
normerar nu dessa och later v, = —(-1L1,0), v, =—(-1,—-1,2) . Detta ger
L2 * Ve
-3 -1 2 -1 -1
AATzé V3 —1[_*/3 3 0}:% ~1 2 -1|.Med v=(2,-13) fas
o of "1 -P2 1 -1 2
2 -1 -1 2 2

1 1
roj,v=—-1 2 —-1|-1|==|-7].
projy 3 3
-1 -1 2| 3



