Losningar till tentamen i kurs SF1605 Kompletteringskurs i linjir algebra 130604.

1. Lat P(n)= Z% =1- ! ~. P():VL= 3. HL dvs P(1) ér sann.
k=1k (k+1) (l’l+1) 4

Vi antar nu att pastdendet &r sant for ett fixt men godtyckligt valt »n och visar

att det da dr sant for n+1:
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Da dr P(n) sant for n>1 enligt induktionsprincipen.

2. Eftersom polynomet endast har reella koefficienter dr &ven z =1-1i ett nollstélle.
Enligt faktorsatsen dr dd (z—1+i)(z—1-i)=z" —2z+2 en faktor i polynomet.

Polynomdivision ger z* —6z° +15z° =18z +10 = (2> =2z +2)(z*> —4z+5) . De
aterstdende nollstillena gesnuavekv z> —4z+5=0.Vifirz =2++/4-5=24i.

3. Standardbaseni P, dr {u,,u, ,u;,u, }= {l,x,x2 ,x° } Vi viljer v, =1 och bildar

<”2aV1> N 1 1
V, = U, — v, dér <u2,v1>=jx-1dx=0 , <v1,vl>:I1-ldx=2:>v2 =x.

-1

v, dér
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<u3,vl>= J.x2 -ldx:§ , <u3,v2>: J-x2 xdx=0= v, =x’ 3
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(De egentliga Legendrepolynomen fas genom kravet att de skall ha virdet 1 for x = 1.)

De fyra forsta ortogonala polynomen ar alltsa {1, x,x% — %,xS — gx } .



b
4a) Ker(T)={A:T(4)=0}. Lat A=[a d} Detger T(A) =0 a=b=c=0 dvs
c
0 0) .. o i} :
Ker(T)=3A4: 4= 0 d didr d eR. Det innebdr att kirnan genereras av matrisen

0 0
[0 J och har alltsd dimensionen 1.

b) Standardbaseni P, gesav B'= {l,x,x2 } Matrisen relativt baserna B och B’ har som

kolumner vektorerna
1 1 1
1 0 1 1 1 1 5
(y o] ’=[1]B,= 01 17(, oD ’=[l+x]3,: R '=[1+x+x]3,= |
B 0 B 0 B 1
- 1 1 1 11
och {T({1 J)} :[1+x+x2]B,: 1|. Detta ger matrisen [0 1 1 1].
B 1 0 011

1 3
Koordinatvektorn for L 4} ibasen B gesav

1 3 1 0 1 1 1 1 11
=a +b +c +d =>d=4,c=-2,b=1,a=-2. Det ger
2 4 0 0 0 0 1 0 11

-2
1
koordinatvektorn . Nu kan vi berdkna koordinatvektorn i basen B’ for den avbildade
4_
1-2
1 1 11 | 1
matrisen: [0 1 1 1 5 =| 3| dvs matrisen avbildas pa polynomet 1+ 3x +2x>
0 0 11 2
4

vilket stimmer med avbildningens definition.



5a) Vi visar forst att 7 dr linjar:

b)

1.

p(x) = Zakxk , q(x) = Zbkxk =>T(p+q)= Z(ak +b,) =
k=0 k=0 k=0
n n p,q GR,
=Y a,+ > b =T(p)+T(q)
k=0 k=0

2. T(Ap)=)_Aa, =AY a, =AT(p), A R
k=0 k=0

Vivisar nu att 7 &r surjektiv:
Vi skall visa att im(7) = R dvs att for varje tal » existerar ett polynom p av hogst

grad n sa att Za . =7 . Detta dr omedelbart klart eftersom vi tex kan lita a, =r
k=0

och a, =0,k=12,...,n.

Enligt dimensionssatsen giller att dim(im(7")) + dim(Ker(7')) = dim(P,) . Detta

ger 1+dim(Ker(T))=n+1= dim(Ker(T))=n.

Eftersom den givna méngden bestdr av n st element racker det, om man i b) har
bestimt kdrnans dimension, att visa antingen att polynomen utgér en linjért oberoen-

de mingd eller att de spinner kdrnan. I annat fall médste man visa bida dessa pastien-
den. Vi visar forst att de ar linjart oberoende och bildar

C,(x-D)+C,(x* =1)+..+C,(x" —=1) =0 for alla x . Eftersom ett polynom av
grad n har n st nollstillen foljer att C, = C, =...=C, =0 vilket innebdr att poly-

nomen &r linjért oberoende.
Nu visar vi att Ker(T) = span{x —1,x* =1,...,x" - 1}. Lat den senare miangden vara V.

1.V < Ker(T): T(Cy(x =) +..+ C,(x" =1)) = C,T(x =) +...+ C,T(x" —1) = O enligt

definitionen av 7T . Det betyder att en godtycklig linjirkombination av de » st polyno-
men ligger i kdrnan.

2. Ker(T) <V : Lat p vara ett polynom i kirnan dvs p(x) = Zakxk dar Zak =0.
k=0 k=0

Da giller att a, = —Zak = p(x) = Zak (x* =1) eV . Punkterna 1. och 2. ger till-
k=1 k=1

sammans att Ker(T) =V dvs de givna polynomen spanner kidrnan.



