Losningar till tentamen i kurs SF1605 Kompletteringskurs i linjir algebra 140520.

1. L&t P(n)= Zk(k +1)= g(n +1)(n+2). P(1):VL=2=HL dvs P(1) ér sann.
k=1
Vi antar nu att pdstadendet ar sant for ett fixt men godtyckligt valt » och visar

att det da ar sant for n+ 1 :

n+l

D k(k+1) = y k(k +1) + (n +1)(n + 2) = {induktionsantagande} =
=§(n+1)(n+2)+(n+l)(n+2) = (§+1)(n+1)(n+2) =

:(’13L1)(n+2)(n+3).

Dé ar P(n) sant for alla n > 1 enligt induktionsprincipen.

2. Viseratt z=1 &ren rot. Division med z—1 ger faktorn
z> —(2+3i)z—1+3i . Vi soker nollstillena till detta polynom. Kvadratkomplettering ger

2+3i, 2430, ) 2+3i, 1
- - —-1+3i=0=(z- =——.
(z 5 )= ( 5 ) (z 5 ) 1
. 2 2 1
—-v:i=—=q
w:z—2+3l=x+iy:> vy 4 @

2xy =0 (2
Ur detta system fis x =0 (y =0 gar ¢j enligt (1) eftersom x &r reellt) . (1) ger da att

2430
1 ; z, = +3l+i=1+2i
y=1—= w==2—. Detta ger slutligen - . De tre rétterna ar
2 2 2430 i )
Z, = ——=1+i
2 2

alltsa z=11+i1+2i.

3. Eftersom dim M ,, = 4 behover vi fyra linjart oberoende matriser. De kommer d4, enligt
en sats, dven att spdnna M ,, och alltsd utgora en bas. De tvd givna matriserna r linjért

11 -2 -1 00
oberoende ty s +1 = =>s=t=0.
0 1 1 1 00

i a b 11 -2 -1 s—2t s—t . )
Lat A= =5 +t = . Vad krévs for att A4 ¢ Span(V')?
c d 0 1 I 1 t s+t

Vi Iser systemet



1 =2 a 1 -2 a

1 -1 b 0 1 b—a . . .
->. > Vi ser nu att en matris 4 dar

0 1 c 0 0 a—b+c

1 1 d 0 0 2a-3b+d

0 0
a—b+c#0 inte kan tillhora Span(V') . Vi kan ta matrisen L 0} . Bilda nu

S e

a b I 1 -2 -1 0 0 s—2t s—t o
A= =5 +1 +u = . Vi léser nu systemet
c d 0 1 1 1 1 0 t+u s+t
1 =2 0 a 1 -2 0 a
1 -1 0 b 0 1 0 b—a ] )
—> .. Vi ser nu att en matris 4 dér
0 1 1 ¢ 0 0 1 a-b+c
1 1 0 d 0 0 0 2a-3b+d

0 0
2a—-3b+d # 0 inte kan tillhéra Span(W) . Vi kan ta matrisen {0 J .

. 1 1{|-2 —=1[|0 0|0 O .
Bildanu U = , , , . De fyra matriserna &r, pga urvals-
01 1 1|1 0|0 1

proceduren, linjdrt oberoende och spanner dirmed ocksd M ,, och U utgdr alltsa en bas.

4a) Viskall visa att 7 innehéller nollmatrisen och &r sluten under addition och multiplikation
med skaldr.

Uppenbarligen géller att nollmatrisen finns i V.
1.Lat B,CeV , A(B+C)=AB+AC=BA+CA=(B+C)4 dvs (B+C)el .

2.Lat BeV och keR , A(kB)=k(AB)=k(BA)=(kB)A dvs (kB)eV .

a b
c d

a b0 1]_[0 1fa b]_[2b a+3b] [ d |
¢ d]|2 3] |2 3]c d| |2d c+3d| |2a+3c 2b+3d

[ 2b-c a+3b-d| [0 0
—2a-3c+2d -2b+c | |0 0]

Detta ger systemet

b) Vad krdvs av en matris A4 = { } for att den skall tillhora V' ? Vi studerar ekv

o 2 -1 0 0 1 3 0 -1 0
1 30 -1 0 0 2 -1 0 0 )
—> .. Lat ¢=2s,d =t vilket
-2 0o -3 2 0 00 0 O 0
0 -2 1 O 0 00 0 O 0




S5a)

b)

. —-3s+t s -3 1 1 0
ger b=s,a=-3s+¢. Ahardéd formen 4= =g +t , dvs
2s t 2 0 0 1

1 0(|-3 1
V= Span{[o J,[ ) 0}} . De tvd matriserna dr dven linjart oberoende:

1 0 -3 1 00 . .
s +1 = =s=t=0. Enbasi V utgors alltsd av de tvd matriserna.
0 1 2 0 00

(e}

1 0]|-3 1
Lat {B,,B,}= {O 1}’[ b } . Vi anvénder Gram-Schmidts metod for att finna en
B <B,, A4 >
<A4,,4, >
Tr(B," A4)=Tr(B")=-3 och Tr(4, 4,)=2:

-3 1| 3|1 0] 1]-3 2 .
A4, = +— =— . En ortogonal bas ges alltsa av

ortogonal bas {4,,4,}: A4 =B, , 4, =B, - 4, . Detta ger med

LiRg

Vi visar forst att 7" dr linjar: L&t f och g vara polynom av hogst grad = . Da giller
(f +2)(x)= f(x)+g(x) vilket ger

. T(f+29)=(f+2)r)=f(r)+g(r)=T(f)+T(g) Det giller dven att

(A )(x)=Af(x) diar A ar ett reellt tal. Detta ger

2. T(H)=UN)r)=Af(r).

Dérmed &r det visat att 7 ar linjér.

Vivisarnu att 7 ar surjektiv:

Vi skall visa att im(T) =R dvs att for varje tal s existerar ett polynom p av hogst
gradnsa att T(p)= p(r)=s . Detta dr omedelbart klart eftersom vi tex kan lita

p vara ett konstant polynom p(x) =s vilket ger p(r) == .

Enligt dimensionssatsen géller att dim(im(7")) + dim(Ker(7')) = dim(P,) . Detta
ger 1+dim(Ker(T))=n+1= dim(Ker(T))=n.

Ker(T) = {p eP :p(r)= O} . Vivisar nu att en bas i kdrnan ges av

{x —r,(x—r),..(x—r)" } . Eftersom kdrnans dimension &r n riacker det, enligt en
sats, att visa att de n polynomen ér linjdrt oberoende. Vi bildar ekvationen
C,(x-r)+C,(x—r)’ +..C,(x—r)" =0 . Denna skall gilla for alla xR .
Detta ger omedelbart att C, = C, =...=C, =0 vilket innebér att polynomen &r
linjart oberoende.



