Losningar till tentamen i kurs SF1606 Kompletteringskurs till Differential - och
Integralkalkyl 11 130110.

1. Vistoder oss pa Implicita funktionssatsen. Lat F(x,y)=x" —3xy—y’ +3. F éren
C'- funktion och punkten (1,1) ligger p nivdkurvan F =0 . Eftersom dessutom

Ja . .
g— =3x—3y” #0 ipunkten (1,1) dr existensen av f klar.
y
2
Implicit derivering map x ger 3x>—3y—3xy'—3y2y=0= y'= "> )2} . Vi ser att
X+y

f')=0 dvs x=1 é&ren kritisk punkt till /. Vianvédnder 2:a derivatatestet for att
avgora punktens karaktir och deriverar implicit en gang till :
’ 2 2 ’
Jie 2x—y)x+y7) (sz NA+2y7) x=y=1, y=0= f"()=1>0. Det
(x+y7)
ger att x =1 &r en lokal minpunkt.

2.a) Om till varje tal & > 0 existerar ett tal @ s& att | f(x)—- A| <g foralla x>w
sd har f griansviardet 4 dd x gar mot odndligheten.
b) Eftersom |sin x| <1 foralla x far vi:

sin x

2
X

< Lz <¢g foralla x> L = @ och beviset ar klart.

x Je

3. Eftersom f dr kontinuerlig och omréadet &r slutet och begransat antas ett storsta och ett
minsta vdrde. Detta sker i1 en kritisk punkt eller en randpunkt eftersom singulira punkter
saknas. Omrédet begrinsas av en ellipsbage och ett linjestycke. Vi studerar forst det inre:

Si=y=0
{ f,=x=0
y=7 fas g(x)=f(x,7)=7x, —2<x<2. g saknar kritiska punkter. Randpunkterna
ger g(-2)=-14, g(2) =14 . Kritiska punkter pa ellipsen fés t ex med hjélp av

-0

= (0,0) som inte &r en inre punkt. Vi studerar sedan randen: P4 linjestycket

Lagranges multiplikatormetod: LAt L(x,y,A)=xy+ A(x* +4y* —200) . Vi far systemet
L =y+2Ax =0 ()
L, =x+84y =0 (2) Ur (1) och (2) fésﬂz—%:—éz)f:@/z.
L, =x"+4y>-200=0 (3)
Inséttning i (3) ger x° =100 => x =+10 = y =+5. Detta ger punkter som dock inte
ligger pad vér” del av ellipsen. Det storsta vérdet ér alltsd 14 och det minsta dr -14 .



4.a) Om funktionen f &r kontinuerlig, positiv och avtagande for x >1 &r serien z f(n)

n=1

och den generaliserade integralen I f(x)dx bada konvergenta eller divergenta.

X

b) Vi anvénder integraltestet och far: J-ln(l + —)dx = hrn {x In(1+ —)} +2 .[
x° 1+x°

1

Integralen ger resultatet — . Grénsvérdet kan t ex berdknas pa foljande sétt:

2
xIn(l + iz) =2 Inl+ iz) “Las iz)xz 50 di x—> o eftersom
X X X

1. e . " : : "
(1+—)" —e dd x—oo. Resultatet r att den generaliserade integralens virde

dr ——1In2 . Det ger att dven serien dr konvergent.

En alternativ 16sning éir att utnyttja jimforelsekriteriet. Man visar dé att Inz <z -1

o0

1 , , o
vilket ger att In(1+ —) . Eftersom serien )» —- dr konvergent dr ocksa den
n=1 1

givna serien det.

5. Forst berdknar vi de partiella derivatorna 1 origo:

f(oo)_1 f(0+h02 /00 . 0_,

h—0 h

f(oo)_1 S00+0) - f(00) . 0 _,

k—0 k k—0 k

Nu berdknar vi de bada partiella derivatorna for (x,y) # (0,0):

of _ 2xp/x° +y7 =X p(x? +y2)_% _ Xy+2x°

ox x>+’ N ()chry2)3/2
of X xT+y x4y«
oy x>+’ (szryz)S/2 .

Vi skall nu visa att dessa ér kontinuerliga i origo dvs att de har gransvirde noll
da (x,y) — (0,0). Vi infor polédra koordinater och far:
4 3 : c 03
ZL—O‘ :|r (cos (051H¢;|—2COS(pSln (p% <350 di ro0"
X r

. el 0 .
Pa samma sitt visas att l — O‘ -0 dda r—>0".

oy







