Losningsforslag till tentamen i Tal och funktioner, SF1643,
den 12 januari 2009.
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&3 =92 o 3 =2 + 3 & 1 =3,
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Va2 =3z =vV3r—-5=2>—3r=3r—-5
=22 —6x+5=0=z=1c¢ller z =5.
Detta betyder att de enda tankbara losningarna ar x = 1 och x = 5.
Insattning i den ursprungliga ekvationen ger att endast x = 5 ar en
16sning.
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3. Eftersom sinx = cos (% — ac),
. T
sin x = cos 3x < cos <§ — x) = cos 3zx.

Denna ekvation har tva serier av losningar:

1. 2 —x =3z +2mn, n=0,+1,+£2..., vilket kan skrivas om som

7 n ™
x=—=+—,
8 2
—x = —=3x+2mn,n=0,+1,£2..., vilket kan skrivas om som

n=0,+1,+2.;

N
MJE]

v = —g tan, n=0,41,42...
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Vi gor en teckentabell for att analysera det sista uttrycket.
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Saledes, olikheten ar uppfylld for —oco < x <1 och 5/4 < z < 0.

5. Enligt binomialsatsen har vi

(a+32)12 = i (1;) o (32)2F.

k=0

For att fa en 2'° term maste & = 2. Motsvarande term i summan Ar
(%7)a*(32)'°. Enligt uppgiften, (1)a?3!% = 66. Vi beriiknar:

12\ 12 121
2) 210t 2
Alltsa, 6623 = 66, vilket ger att mojliga varden pa konstanten a ar

£(3)"

6. Los ekvationen 3|xz| — |z — 1| = 4. Ekvationen kan skrivas om utan
beloppstecken pa foljande satt:

. z>1: 3z—(rx—1)=4,

II. 0<z<1: 3z+4+(x—1)=4,

L.z<0: =3x+(z—1)=4.

Man far l6sningar for respektive intervall:

I x= %, ingar i intervall I;

II. z = %, ingar ej i intervall II;
Il z = —g, ingar i intervall III.
Svar: x = %, T = —g.

7. Det givna polynomet har reella koefficienter vilket medfor att ocksa
z = 3+ ¢ maste vara en rot. Alltsa maste polynomet innehalla faktorn
(z—(341))(z — (3—1)) = 22 — 62 + 10. Polynomdivision ger att

2 —62° +132° — 1824+ 30 = (2* — 62 + 10)(2* + 3).
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Eftersom 2243 = 0 har 16sningarna z = i\/gz', vet vi alltsa att rotterna
till det ursprungliga polynomet ar

2=3+i och z=4+V3i.

8. Pastaendet “7" — 1 ar jamnt delbart med 6”7 &ar ekvivalent med
“T" — 1 = 6q, dar g, ar ett heltal”. Lat P(n) vara pastaendet att

7" — 1= 6q, dar g, ar ett heltal.
Basfall: For n = 1 har vi:
7T—1=6
dvs P(1) ar sant.
Induktionssteget: Vi vill nu visa att for varje k > 1 géller att P(k) =
P(k+ 1), dvs om P(k) géller, sa géller ocksa P(k + 1).
Antag att P(k) géller for nagot k£ > 1, dvs antag att

7% — 1 = 6qx dir g ar ett heltal.

Da har vi
" 1=7-7"-1=6-7"+7"-1=[ind. ant.] =
6- 7" 4 6qx = 6(7" + q1.).

Eftersom (7% +¢j,) dr ett heltal, har vi visat att P(k+1) géller. Saledes
har vi visat att P(k) = P(k+1).

Enligt induktionsprincipen foljer nu att P(n) ar sant for alla n > 1.

Alternativ 16sning: For varje heltal n > 1 har vi
n—1 n n
Z ok _ ™ —1 _ =1
7—1 6
k=0

Eftersom VL ar ett heltal ser vi alltsa att 7 — 1 ar delbart med 6.




