KTH Matematik

Losningar till tentamen i Analys i en variabel, SF1644, 071203
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1. f(z) = T om f'(x) skall bestdmmas med hjélp av derivatans defini-
T
tion.
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2. Funktionen f(z) = —, z > 0 skall undersdkas.
T
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5. (1/2%) — e = 3
1. Derivatans tecken: f'(z) = reTr /f J—e e —(1—x).
x T

fl(x) >0for 0 <z <1dvs f ér vixande dar.
f'(x) <0 for 1 <xdvs f ar avtagande dér.
f'(x) =0 for x = 1 vilket medfor att f(1) = 1/e &r ett lokalt maximum.

2. Gréin§vérden:

. € = . . T t
xli%lJrT =[t=1/z, t - 0] = tlg]c[)lot/e = 0 (standard).

. € = _1
lim — =0, eftersom e" = — € =1 och z — oo.
rT—00 T

3. Globala extrempunkter:
1. visar att f(1) = 1/e ocksa &r globalt maximum.
1. och 2. visar att nagon global min.punkt inte existerar.

V.g. vand!



3. Bestam losningen till differentialekvationen
y'(x) +2y(x) =
med begynnelsevillkoren y(0) = 0 och 3/(0) = 1.

yr:  (D?>+2)y =0 ger karakteristiska ekvationen 72 4+2 =0, r = iy/2.
Alltsa yy = Acos (v22) + Bsin (v27).

yp : Hogerledet &ar ett polynom av grad 1: h(x) = x och y saknas inte
i vansterledet.

Ansatt alltsa ett polynom av grad 1 som partikularlosning: yp = ax + b.

yp = a. yp = 0.

Inséttning ger 0+ 2(azx 4+ b) = 0, vilket ger a = 1/2, b= 0.

yp = /2.

Allmén 16sning:
y = Acos(v/2x) + Bsin (v21) 4+ /2.
y = —AV2sin (v2x) + Bv/2cos (v2x) + 1/2.

Unik losning som uppfyller begynnelsevillkoren:
y(0)=0ger 0=A. 3 (0)=1ger1=DBv2+1/2, B=+2/4

Svar: y = (v/2/4)sin (v2x) + 1/2.

zsin (2z) — In (1 + 32?)
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skall bestammas.

Vi anvander MacLaurinutvecklingarna
In(1+t)=t+O0(*) och
sint =t +O(t?) :
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5. Bestdm volymen av den rotationskropp som bildas da ytan

I+a)?<y<(1+2)*% 0<z<l,

1
roterar omkring z-axeln. Man far V' = 7T/ (((1+a:)3/2)2—((1+x)1/2)2)dx =
0

7r/0((1+:1c)3—(1+x))d:v:7r{(1+x)4/4—(1+x)2/2} =
(24— 2/~ (14— 1/2) = n(2+ 1/4) = 9n/d.

6a. Bestam Maclaurinpolynomet av grad 3 till funktionen f(z) = / V1+t2dt.
0

Allmén formel : 0 3. £7(0)

x x
fa) = fO) = /) + =2+ L gy
For den givna funktionen f: '

0
f(0) = / V1+1t2 dt = 0 (Integrationsintervallet har langden 0.)
0

f'(x) = V1 + 22 (huvudsatsen) , dvs f'(0) = 1.

(@) = (1/2)(1 +22)71? . 20 = (1 + 2%) Y2, dvs f(0) = 0.
()= (1422 4z (=1/2)(1 + 22)732 . (22), dvs f"(0) = 1.
Insattning i allmanna formeln :

f(x) =x+2%/6 + Rs.

6b. Bestdm ett ndrmevérde till f(0.1) med en feluppskattning mindre &n
0.001. ,
(€)

Vi provar f(z) =x+ Ry =z + TxZ for = 0.1.

ﬂ0U=01+i%Qm1P,(0<§<QU

1 4 £2)-1/2 0
Ry = SEHETE gy = £-0.005
2 i+
Eftersom 0 < £ < 0.1 galler 0 < Ry < 0.1-0.005 = 0.0005 < 0.001.
Svar: f(0.1) = 0.1+ Ry dar |R;| < 0.001.

V.g. vand!



7a. Formulera analysens huvudsats.

7b. Bevisa analysens huvudsats. Integralkalkylens medelvardessats far
anvandas utan bevis om den formuleras.

Se kursboken s. 294-297.

8. Bestdm den 16sning till differentialekvationen
y" + 4y = 1 — cos 2z som uppfyller begynnelsevillkoren

y(0) =1, y'(0) = -1

yg:  (D*+4)y =0 ger karakteristiska ekvationen r? +4 =0, r = +2i.
Alltsa yy = Acos (2z) + Bsin (2z).

(yp1) :  Hogerledstermen 1 ar ett polynom av grad 0: hy(z) = 1 och y
saknas inte i vansterledet.

Ansatt alltsa ett polynom av grad 0 som partikularlosning: ypl = a.

Man far yp = 1/4

yps :  Hogerledstermen — cos (2z) = —Re(e*®) innebér resonans (2i ar
en karakteristisk rot).

Infér den komplexa hjalpekvationen

() o+ 4u = —e** och ansétt den partikuldra l6sninge u = z(z)e
Man far u' = (2’ 4+ 2iz) och o’ = (2" + 4iz' — 4z).
Inséttning i (*) ger:

e* (2" +4i') = —e*™ 2’ +4iz’ = —1. Pa grund av resonansen saknas z i
vansterledet. Anséatt alltsa z = bz, 2' =0, 2" =0.

Man far 4ib = —1, b=1i/4, z=rix/4, u= (ix/4)e*® = (iz/4)(cos(2x) +
isin(2z)

Slutligen :  yps = Re(u(z)) = —(x/4) sin(2z).

2ix

Allmén losning:

y = Acos(2z) + (B —z/4)sin (2x) + 1/4

Yy = —2Asin (2z) 4+ (2B — ©/2) cos (2z) — (1/4) sin (2x)

Inséttning av begynnelsevillkoren ger: y(0) =1 = A+1/4, A=3/4. ¢'(0) =
~1=2B, B=—1/2.

Svar:  y = (3/4)cos (2z) — (x/4 +1/2)sin (2x) + 1/4.



/2 sin? zdx 1 9
9a. Vi tt — < ZIn(=).
a. Visa a / prp g 311(8)
For x > 0 galler > sinz , Alltsa:

™/2 sin? xdx < ™2 p2dy B
0 »y+m =)y w3+ N

pi/2 3 3
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9b. Visa att /1 # > %arctan(%)

For x > 0 géller x > sinx ,  Alltsa:

/1 dz /1 dz
> "
0 4—|—Sin2513' - 0 4+$2

{(1/2) arctan (33/2)}0 = (1/2)(arctan1/2) — 0) = (1/2) arctan 1/2) VSV.

dr = 0.
341
Ledning: Substitutionen = = 1/t.

Ta—1 O 1/t—1
I - = = 1 = — 2 — _—
/0 . 1dx [z =1/t,dz dt /] /Oo A1
[e.e] 1 _
= [ Skifta granser i integralen och forlang med t3] = / (1 n ttg) dt = —1
Alltsé, 21=0, 1=0 VSV, "

10a. Visa att / <
0

(—dt/t?) =
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10b. Bestéim/ 933 dz.
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[A kan bestammas med handpal. och de andra med identifiering. } =

o0 _2 _
/ /3, 20/3-1/3\
. \z+1  22—x+1

= {—(2/3) In(z+1)+(1/3)In(2® — 2z + 1))}?o = {(1/3) In %f =
lim (1/3) In (-Vetl/ah) (1/3)In s = In(1/1) + (1/3)ln4 = 0 +

- (1+1/z)? 4

(1/3)In2% = (2/3)In 2.



