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1. Derivatans definition &r f'(z) = limy_o h™*(f(z+h) — f(z)) om gransvérdet existerar. Vi
far da att derivatan bestdms av
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nar h — 0, vilket visar att
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de 142z (14 22)?

2. Funktionen y(z) = z lexp(—x~!) ar positiv for z > 0. Vi ser att z := z7! ger

lim, o y(x) = lim, o4 zexp(—z) = 0, eftersom exp(—z) &r kontinuerlig. Pa samma sitt kan vi
skriva standardgrénsvirdet lim, o y(z) = lim,_,» zexp(—2z) = 0.
Derivering visar att
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vilket ger teckenschemat och skissen
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Vi ser att den positiva funktionen y har ett globalt maxivéirde y(1) = e~! och grénsvérdet

y — 0 nar x — 0+ och nar z — oo.

3. Den karakterisktiska polynomekvationen ar 72 4+ 2 = 0, som har lésningarna r = 4iv/2.
Detta ger de homogena l6sningarna 4, = A cos(v/2z) + Bsin(v/2x), for godtyckliga konstanter
A och B. En partikulér 16sningsansats ér y, = C' 4 Dz vilket insatt i differentialekvationen ger
0+ 2(C 4 Dz) = x som har losningen C' = 0, D = 1/2. Den allménna lésningen &r darfor
y = x/2 + Acos(v/2x) + Bsin(v/2z). Begynnelsevillkoren ger

som har 16sningen A = 0, B = 27%/2 och vi far differentialekvationens 16sning

x 1 .
y(x) = B + Wi sin(v/2z).



4. Vi har Maclaurinutvecklingarna
sin(y) =y + Bi(y)y’,
In(1+ 2) = 2z + By(2)2?
dar By och By ér begrinsade funktioner. Detta ger med y = 2z och z = 322 och nya begrinsade
funktioner B3 och By
rsin(2zr) —In(1+32*)  x(2x +2°Bs) — (32* + 2'By)  —a? 4 2% (B3 — By)
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nar x — 0.

5. Tvérsnittsarean blir A(x) = w(14x)3—7(1+z). Volymen, V, ar integralen av tvirsnittsarean
fran x = 0 till x = 1 och vi far
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6a. Maclaurinpolynomet av grad 3 till en funktion f ar
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Derivering ger i vart fall
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sa att Maclaurinpolynomet blir x + 23/6. Vi ser att f och dess derivator till ordning tre dr
kontinuerliga funktioner.

6b. Vi behover en resterm for att uppskatta felet och provar med resttermen baserad pa
tredjederivatan. Maclaurins formel visar att

3
flz)—x= f(?’)(H:U)%, for nagot 6 dar 0 < 0 <1,
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och fran uppgift 6a ser vi att | f® (0z)| = (1+ (Qx)z)_?’/2 < 1. Da blir resttermens absolutbelopp

hogst |z]?/6 som &r mindre dn 0.001 och vi ser att f(0.1) approximeras av 0.1 med mindre fel
an 0.001.

7. Se boken.

8. Figuren visar att kurvans tangent i punkten z ar

dy _p
Yy

1
dr 2"

Yy
Detta ar en separabel differentialekvation och vi far [ y*dy = [ dx vilket ger

3
%zx#—C

for en godtycklig konstant C'. Begynnelsevillkoret y(0) = 0 ger oss C' = 0, sa lésningen blir

AT

-

<

y(x) = (32)Y/3 for x > 0.

9a. Lat y(z) = 2z 2In(z). Derivatan y'(z) = 27*(1 — 2In(z)) visar att funktionen y &r
avtagande for @ > e'/?, speciellt &r den da avtagande for > 2. Alla termer i summan
> h;(; ) &r positiva utom den forsta som ar noll. Eftersom funktionen y ar avtagande for
x > 2 kan summan uppskattas av integralen y -, lnrf;l ) < 100 mﬂf—f)d:c, som vi bestammer med

partiell integration

/mmwhxz[_m@qw+/“dx:[_£ikﬁqmzl

22 T 1

Vi ser att summan av positiva termer ar uppat begriansad av 1 och da maste summan vara
konvergent.
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9b. Vi ser att summan Y, nﬁ(n) bestar av positiva termer. Lat y(z) := (z ln(:v))fl, da ar

y avtagande for x > 1 och vi kan uppskatta summan med integralen

N-1 N z = In(z) W

1 2/ d_a::[ dz/dx =1/x ]:/ %:lnN—an
“—~ nln(n) o xln(x) r=2,2=1In2 my 2
a x=N,z=InN

vilken blir obegrénsat stor nir N — oco. Alltsa maste summan vara divergent.

10. Det ar praktiskt att betrakta Kalle i ett koordinatsystem déar Eva ar stilla. Figuren visar
da att det minsta avstandet mellan dem, y, uppfyller

Y 2 —cos« 2 —cos 2 —cos«

1 /(2 —cosa)?+sin’a N V4 + cos? a + sin? e — 4 cos a - V5 —dcosa’

dér 0 < a < 7/2. For att finna det minsta y som funktion av « séker vi 16sningen till

Oziy(a): sin v _ 2(2—cosa)sina
da V5 —4cosa (b —4cosa)’?
(5 —4cosa)sina — 4sina + 2sin a cos
(5 — 4 cos a)3/2
(1 —2cosa)sina
(5 — 4 cosa)3/?

vilket ger 16sningarna 1 — 2cosa = 0 eller sina = 0. Det forsta alternativet, cosa = 1/2,
har 16sningen o = 7/3 och teckenvéxlingen —, 0, + for ¢/, sa o = 7/3 &r en minimipunkt med
virdet y(7/3) = v/3/2 < 1. Det andra alternativet, sina = 0, ger storre virde y = 1. Kalle
kommer alltsa sa nara som mojligt om han ror i nordostlig rikting med vinkeln 60 grader fran

1km

vinkeln a

ost.



