KTH Matematik

Losningar till tentamen i envariabelanalys, SF1644

for Bio, K och 1
tisdagen den 3 juni 2008, kl. 14.00 - 19.00.

1. Bestam gransvardet lim M
a—1 12 — 31 + 2
Gransvardet ar av typen %. Anvand 1'Hospitals regel:
sin (7z) . mcos(mxr) mwcosT
im———— = = =T.
z—1 JZ2—3[E+2 z—1 2x — 3 —1 -

2. Bestam den allméanna losningen till differentialekvationen y” + 2y = 1.

Homogen 16sning;:

Karakteristiska ekvationen r? + 2 = 0 har 16sningen r = +/2 4.
yr = Acos (v/2t) + Bsin (v/2t).

Partikularlosning;:

Ansats yp =a ger0+2a=1, a=1/2.

Svar: y =y +yp = Acos (v/2t) + Bsin (v/2t) + 1/2.

3. Bestam gransvardet lim ( T +VT — T )

Funktionen som &r av typen ’ Vv~ \/’ kan bearbetas genom en forlangning

med konjugaten:
i (4 v v5) = i (VD VI

lim x+\/5—:): = lim \/E

v=o0 \ [+ T+ T TN T+ THT

1 1 1
lim = —.
S Trijael 141 2

V.g. vand!



z
4. Visa att — > Inx, x> 0.
e

Satt f(x) = T Inz. Visa att f(z) >0, z>0.
e
I
e

x exr

fl(x) <0for 0 <x<e = f éaravtagande dar.
F(e) = 0.

fl(x)>0for 0 <z <e = f ar vixande dér.
Detta medfor att f(z) >0, =z >0. VSB.

5. Bestam volymen av den rotationskropp som bildas da ytan definierad av

0<y< S x > 5, roterar omkring x-axeln.
2 — 4x

Enligt formel:

oo oo 1
V:ﬂ'/ dea::W/ ——dxr =
5 5 w(z—4)

(P Y

7T{(1/4>(—1n:70+1n(ac—ZL)L :W[(1/4)(1n(1—4/m) -
T (im In (1~ 4/2) ~In(1 - 4/5)) = 2 (n 1~ (1/5)) =~ n5

1
6. Bestam integralen I,, = / arctan (nx)dr, n=1,2,3, ...

0
Bestam aven gransvardet lim I,,.
n—od

Anvand partiell integration:
nx dx

1 1 1
I, = / arctan (nx)dr = {$ arctan (nx)] — / e
0 0

0 1+ n2z?
1

1 1
arctann — 0 — | =— In (1 +n?z?)| = arctann — — In (1 + n?).
2n " 2n

1
lim 7, = lim (arctann — 2—ln(1 +n?)) =7/2,
n 2/e

n—oo n—oo 3
Andra termen gar mot 0 eftersom 0 < 2—1n (1+n?) < 2—1nn — 0
n n

(standardgrv.)



n—oo

Anm: Uppgiften visar ett fall dar likheten lim [ f,(z)dz = / (lim f,(z))dx

galler.
Denna likhet galler dock inte alltid.

Alternativ uppgift 6. Genomfor intervallhalveringsmetoden med tre iter-
ationer for att approximera V3.

Losning: Anvand metoden pa ekvationen z? — 3 = 0. Se liaroboken s.
165.

7. Bestam gransvardet lim nln (n —:_ Z) , dar a och b ar godtyckliga reella
n—oo n
tal.
. n+a . n+b+a—>b
lim nln =lmnhh|({—— | =
n—00 n+b n—00 n+b

a—>b a—>b a—>b,2
lim nln (1 — i -
nzf;o“( +n+b) nzzlo”(%ﬁo((mb)))

it (2 )

Anm: Funktionen n In

n ar definierad for n > max(|al, |b]) , vilket
n

betyder att gransvérdet ar definierat for alla varden pa a och b.

8. MacLaurinutveckla till och med andragradstermen den deriverbara funk-
tion y(x) som definieras av ekvationen y" + zy + x* = 1 och villkoret
y(0) = 1. ( n ar ett positivt heltal ).

Jamfor dessutom i fallen n = 1 och n = 2 den erhallna utvecklingen med
funktionen y(z) som i dessa fall kan bestdmmas explicit.

Derivera ekvationen tva ganger och satt in x = 0:

ny" Yy +y+ay +2r=0. x=0y=1gerny(0)+1=0,
y'(0) = —1/n.

n(n—1y" () +ny" ' +y +y +ay" +2=0.

V.g. vand!



r=0y=19y =—-1/n ger n(n—1)(=1/n)*+ny”(0) — 1/n — 1/n+

— 2 1 2 3
04220, ny(0) =" 2”+——2:—1+ +o =342
. n n n2 n
y"(0) = 3 5 MacLaurinutvecklingen av y(x) blir alltsa
n
-1
yzl—g—MijLRg.
n 2n?

I fallen n = 1 och n = 2 kan y(z) 16sas ur ekvationen:

n=1: y=1-22)/1+z)=1—2 (x#-1).

Motsvarande MacL-utveckl: y; =1 — x + R».

n = 2 (*) y = —x/2 + /1 —322/4. (Endast +-fallet uppfyller
y(0) =1)

Motsvarande MacL-utveckling: y» = 1 — 2/2 — 32%/8 + Ry som kan visas
overensstdmma med utvecklingen av (*).

. Undersok om foljande generaliserade integraler ar konvergenta eller diver-
genta.

U ng * Inz < Ilnzx
a dr, b ——— dx, ¢ dx.
) /0 1+ a2 ) /1 14 a2 ) /1 V1422

a)  Generaliserad i z = 0. <1. Alltsa
) ) 1+ 22
1
]/ ne dx| < \/ Inx dz\—][azlnx—w]l\:
0 1+SL'2

|0—1—llmxlnx+0—|0—1—0+0|—1 konv.
b) Inz <+x (z>1)och
* Inz / \/_
1 1—|—ZE2

/1 x3/2dx’ konvergent (3/2 > 1).

- + —— < 1. Alltsa

Inz
V1+ a2
Ming M
/ 55 dx {(1/4)(111 :c)2] , som divergerar da M — oo.
. 2z

1

Svar: a) konv. b) konv. ¢) div.

M
¢) V1+a?2< V322422 =2z (z>1). Alltsa / dx >
1



10. Visa att 2z — 22 > sin (%), 0<z<2.

Efterson bade VL och HL i olikheten uppfyller f(2 —x) = f(z) &r bada
funktionerna symmetriska omkring x = 1. Darfor beh6ver man bara visa
olikheten for 0 < z <'1. -

)

Satt F(z) =2z — 2% —sin (—).

5 F(x) >0, ska visas for 0 <z < 1.

Derivering ger:
Fl'(x)=2—2zx — T cos (E)

2 2
w7
F'(z)=-2+ 4 sin (7)
w3 e
F"(x) = 5 cos (7)
F"(z) >0, 0<z<1. F” &r alltsa vaxande i [0, 1]

F'(0)=-2<0, F'(1)= —2+%2 > 0, Alltsa har F” ett unikt
O-stélle, a(= 2 arcsin (5)) 110, 1[.
F" <0 i]0,a] och F">0 i Ja,1[.

F’ &r alltsa avtagande i |0, a[ och vixande i |a, 1]
F'(0)=2—-7m/2>0 F'(1)=0. Alltsa har F” ett unikt
O-stélle, b 1 ]0,a[ och inget O-stélle i Ja, 1.

F'>01 10,6, F' <0ilbI1[

F ar alltsa vixande i ]0,b] och avtagande i b, 1].
F0)=0, F(1)=0
De tva sista raderna innebar att F(z) >0 i [0,1]. VSB.



