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1/6 2009

1. Bestam med derivatans definition

%6.

Derivatans definition &r f’(z) = lim,_oh™'(f(z + h) — f(z)) om grénsvirdet existerar. Vi
far da att derivatan bestams av

z+h _ _x h 1
e - e _ ¢ —1 . oo
nar h — 0, vilket visar att

d x X

—e" =¢".

dz

2. Bestam gransvardet

(sin x)?

lim ——— .
t—0+ 1 — cosx
Vi har Maclaurinutvecklingarna
sinz =z + By(z)2?,
cosx =1 —2%/2 + Bo(x)z?,
dar By och B, ar begransade funktioner. Med en ny begréansad funktion Bs far vi
sin’ x (z+ B (:1:)933)2
1—cosz x2/2 — By(x)x?
x? + By(x)x?
B x2/2 — By(x)x?
1 + Bs(z)x?
B 1/2 — By(z)x?

— 2

nar xr — 0+.

3. Los differentialekvationen
2'(t) 4+ 32(t) =1

med begynnelsdata z(0) = 2'(0) = 0.
1



Den karakterisktiska polynomekvationen ér 72+ 3 = 0, som har 16sningarna r = 4-iv/3. Detta
ger de homogena lésningarna z, = A cos(v/3t) + Bsin(v/3t), for godtyckliga konstanter A och
B. Den allménna losningen ar z = zj, + z,, dar z, ar en partikular l6sning. Ansatsen z, = C
dar C' ar en konstant ger

C"+3C =1

med 16sningen C' = 1/3. Begynnelsevillkoren ger

0=2(0)=A+1/3
0= 2'(0) = V3B cos(V/3-0)
som har 16sningen A = —1/3, B = 0 och vi far differentialekvationens lsning

A(t) = 1— co:s))(\/gx) '

4. Skissera kurvan e*y = x — 1 och ange lokala och globala extrempunkter, nollstallen och
gransvarden for funktionskurvan y som funktion av x.

Vi far y(x) = (z — 1)e™®, som har nollstillet * = 1 och grénsvéirdet 0 ndr x — 400 och
gransvardet —oo nar x — —o0.

Derivering visar att

Y(x)=e " —xe "+ "= (2—x) "

vilket ger nollstallet x = 2. Vi far da teckenschemat nedan och skissen i Figur 1

Teckenschema
T 2

y'(x) |+ 10 |-
y(z) | e[\

Vi ser att funktionen y har ett globalt maximivarde y(2) = e 2 och gransvardet —oo nér
x — —oo och gransvardet 0 nar x — +o0.

0
5. Berakna / 2*Vx + 1dx. Tips: Anvind variabelsubstitution v = x + 1.
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FIGURE 1. Kurvan e’y =z — 1

Variabelbytet u = x 4+ 1 ger granserna u = 0, u = 1 och integralen

0 1
/ 2 (x + 1)V dr = / (u — 1)%u"2du
0

-1
1
= / (u? — 2u + 1)u'*du
0

= [2u7%)7 — 4u®? 5 + 2u3/? /3]}
2 4 2 16
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6. Bestam volymen av den rotationskropp som uppstar ndar ytan definierad av

0<y< —00 < x < 00,

(14 22)?’
roterar omkring y-axeln.

Tvirsnittsarean blir A(y) = m22(y), dir (1+22%(y))~2 = y. Grinsytan ger att 22(y) = y~ /21,
for 0 < y < 1. Volymen, V', ar integralen av tvérsnittsarean fran y = 0 till y = 1 och vi far

v | Aw)dy
-~ 7T/Ol(yl/2 —1)dy

/2 _

= m[2y"* — y]§

= T.

7. Harled uttrycket

b
/ VIt @) de

for lingden av en langden av en kurva {(x,y) : a <z <b, y = f(x)} med hjdlp av grinsvirde av
sma langdelement, for ett givet intervall (a,b) och en given derivarbar funktion f pa intervallet.
Se boken.

8a. Hur manga reella losningar har ekvationen

22 4+3r—1=07

8b. Bestim ocksa narmuvdrden till l6sningarna med noggranheten 1/2.

Funktionen y(x) = 2® + 3z — 1 har derivatan y'(z) = 32% + 3 = 3(2% + 1) som &r positiv for
alla z. Funktionen y ar darfor strangt vixande. Vi ser att y(0) = —1 och y(1) = 3. Eftersom
y ar kontinuerlig och strangt vaxande finns det precis ett nollstalle och det ligger i intervallet
(0,1).

Vi har y(1/2) =273 +3/2 —1=5/8 > 0, sa nollstéllet ar i intervallet (0,1/2).

9. Bestdm alla kurvor (z, f(x)) ddar tangenten i en godtycklig punkt (z, f(x)) skdr z-axeln i
punkten (2x,0).
Tangenten y i en punkt (zo, f(x¢) har ekvationen

y — f(xo) = f'(wo)(x — x0).



Villkoret y(2x¢) = 0 ger
—f(@o) = f'(zo)o.

Detta ar en separabel differentialekvation som har 16sningen

df _ dﬂfo
f Lo
vilket ger In|f| = —In|zg| + InC” for en godtycklig positiv konstant C”, sa vi har |f(zo)| =

C'/|zo]. Vi ser att kurvorna som sotks beskrivs av f(zg) = C/z for en godtycklig reell konstant
C, dér xg ar ett reellt tal skilt fran noll, ndr C' &r skilt fran noll och f(x¢) = 0 for alla reella x
nar C' = 0.

10. Bewisa att en likformigt kontinuerlig funktion dr integrerbar éver ett begransat intervall.
Se boken.

9. BIOK Auwvgor om serien Z ne " dr konvergent eller divergent. Tips: Jamfor serien med
n=1
en integral.
Definiera den positiva funktionen f(z) = ze™" for z > 0. Vi har f'(x) = ¢37(1 — 3z), vilket
medfor att f’ ar negativ for x > 1/3 och darfor ar f striangt avtagande for = > 1/3.
Att f ar strangt avtagande ger oss

| s@de =3 [ s s

n=2vn-1

For att visa att summan ar konvergent behover vi bara verifiera att integralen ar uppat begransad,
eftersom summan bestar av positiva termer. Integralen gar att rdkna ut explicit med partiell
integration, men enklare &r att anvinda att x < €7, sa [ f(z)dz < [~ e *"dx = 1/2.

10. BIOK Bestim ett Taylorpolynom av grad tva som bdst approzimerar funktionen

kring punkten x = 1.
Taylorpolynomet av grad tva kan skrivas

FO)+ Q)@ —1)+ f'(1)(x - 1)%/2.
Vi har f(1) = 0 och derivering med kedjeregeln och huvudsatsen ger

2

d [* 2
f'(x) /1 eV dt = 2ze™"
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sa att f7(x) = 207" — 8zte ™" = e (2 — 8x%), vilket ger f'(1) = 2! och f(1) = —6e .
Taylorpolynomet som approximerar f med felet B(x)(x—1)3, kring z = 1, dar B ar en begrinsad
funktion ar

e M2z —2-3(z—1)*).



