KTH Matematik
Examinator Maria Saprykina

Tentamen i SF1644, Analys i en variavel 7/12-2009
Svar / Losningsbrslag.

Uppgifterna poangsatts med 4 poang vardera. Uppgétéra 3 svarar mot kontrollskrivinigar. Den
som ar godkand pa kontrollskrivning numnienar automatiskt 4 poang pa uppgift numrhek = 1, 2
eller3, som da inte ska losas. Varje 2 godkanda hemuppgiftet genuspoang till tentamen. For hogre
betyg kravs att man samlar en del poang pa uppgifterr® 4 VG-poang. Preliminara betygsgranser:
A: 31 poang varav minst 11 VG-poang, B: 26 poang varav minds-poang, C: 21 poang varav minst
3 VG-poang, D: 18 poang, E: 16 poang, FX: 14 poang.

G-uppgifter
1. Bestam i forekommande fall storsta och minsta vatidéunktionen f(z) = % — %6 pa intervallet
[—1, 1]. Besvara sedan samma fraga for det dppna intenatlet1).
Losning.En kontinuerlig funktion pa ett slutet och begransadrird# antar sitt storsta och minsta
varde. De antas i intervallets andpunkter eller i pun&tarderivatan ar 0, eller i punkter dar derivatan
ar odefinieradf’(r) = 2* — 22° = 2%(1 — 2z). Derivatan ar definierad overallf!(x) = 0 for z = 0
ochz = 1/2. Jamfor vardenf(—1) = —8/15, f(1) = —2/15, f(1/2) = 1/960 > 0, f(0) = 0. Storsta
vardet: f(1/2) = 1/960 och minsta vardetf(—1) = —8/15. P& det dppna intervallét-1, 1) storsta
vardet ar samma som ovan, minsta vardet saknas.

2. Anvand partialbraksuppdelning for att bestammatBgeanprimitiva funktioner till #—FG
T — ok
Li')sning.Ansats:gggfj;;r6 = (gﬂ_;ﬂﬁ_?}) = ﬁ + %. Skriver om uttrycket ovan till samma namnare,
och bestammer konstanternd= —3, B = 4.
r+1 -3 4
———dx = =3z —-2|+4ln|x -3|+C
/x2—5x+6x /x—Q x—Sx n |+ 41}z |+

darC' ar en godtycklig konstant.

3. Bestam det andragradspolynom som bast approximen&tidmen f(z) = xsinz kring punkten

_r
r=3.

Losning.Det sokta polynomet ar Taylorpolynopz) = f(5)+ f'(5)(x — 5) + f"(5)(z — ). Vihar:
O L M oy T
pa) = +(@—3) = grle—3) =v— 7w - 3)

6 10
4. Latg(x) vara en kontinuerlig funktion som uppfyll7[ g(x)dx = 4, / g(x)dx = —1. Berakna
2 6

a). / —3g(z)dx = -3 (/26g(a:)dw + /6109(:15)0[1’) =-34-1)=-9;

1 [° 1
b)/ g(2x)dx = [u = 2z, duszx;x:1<:>u:2,x:3<:>u:6]:—/ g(u)du:§4:2.
1 2
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B 1 (% 1 ™
C)/ sin(2x)dx = 5/ sin(u)du = = [-cosu]s = —————
uy ™ 6
2 6

5. Betrakta differentialekvationeyf (z) + 2y'(z) + 2y(z) = 5sin .

a). Verifiera atty(x) = sinz — 2 cosz ar en 10sning till differentialekvationen;

b). Bestam den allmanna losningen till differentialaettenen;

Losning.Den karakteristiska ekvationefh+ 2r +2 = 0 har rotterr = —1 4. Den allmanna lésningen
till den homogena ekvationen &y (z) = e *(C cosz + Cy sin x). Observera att en partikular 16sning
till den ursprungliga icke-homogena ekvationen ar giveanoy,, (z) = sinx — 2 cosz. Den allmanna
l6sningen till differentialekvationen ar

y(z) = e *(Cycosz + Cysinz) +sinz — 2 cos z.

c). Beskriv alla ldsningar till denna ekvation som uppdyl)(0) = 0.
Insattningy(0) = (C; cos 0+ Cy8in0) +sin0 — 2 cos 0 = C — 2 = 0 medfor:C; = 2. Alla losningar
som uppfyllery(0) = 0 beskrivs darfor av

y(x) = e *(2cosz + Cysinz) + sinx — 2 cos z.

6 a). Forklara varfor volymen av den kropp som uppstaod&adet mellan kurvap = f(x) och
z-axeln,a < x < b, roterar kringe-axeln ges av formeliy = 7 fab (f(x))* d.

Se Persson och Bojers.
b). Anvand formeln ovan for att berakna volymen som upapdé omradet mellan kurvan= cos x
ochz-axeln,—3 < x < 7 roterar kringz-axeln.
Losning.Insattning i formeln ovan ger:

21— cos?2 5 3 2
V:ﬂ/ COS2ZL’:7T/ ﬂdzzz/ dx—z/ cosQa:dx:W—.
_ _ 2 2 J_ 2 J_ 2

2 2
7.1 en behallare finns 100 liter vatten i vilkép = 500 gram salt losts upp. Vid en viss tidpunkt borjar
behallaren fyllas pa med vatska i takt av 4 liter per mjdét varje liter innehaller 5 gram salt. Samtidigt
tappas den val blandade vatskan i behallaren ut i taktlié®rgper minut. Foljande matematiska modell
har foreslagits for att beskriva forloppet: aopft) betyder mangden salt i behallaren vid tidpunkten
minuter efter kranerna 6ppnats, sa galler att

(1) =20~ oy(t).

ISE]

[SIE]
vla

a). Los begynnelsevardesproblemet ovan.
Losning.Begynnelsevardet ay(0) = 500. Ekvationen har formy/(t) + xy(t) = 20. Multiplisera

ekvationen med en integrerande faktbps & = 257
<y(t)e%x), = 202",
Da
y(t)es” = /2Oe2éxdx = 500e%" + C
darC' ar en godtycklig konstant. Alla losningar beskrivs av
y(t) =500 + Ce™ =7
darC ar en godtycklig konstant.
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Begynnelsedata geB00 = y(0) = 500 + Ce®. Vi maste haC' = 0. Losningen till begynnel-

sevardesproblemet ges darfor av
y(t) = 500.

(Tank pa att saltlosningen kommer in med koncentratigmen salt per liter, och koncentrationen av
salt i behallaren vid tid 0 var ock%% = 5 gram salt per liter. Det ar naturligt att koncentrationen a
salt inte forandras med tiden, och darfigt) = 500 =konstant.)
b). Hur mycket salt skulle vara i behallaren vid tig- 0 (dvs, hur skulley; valjas) for att motsvarande
begynnelsevardesproblemet hade en konstant Iosning?
Svar.Man ska ta¥;, = 500 gram salt, se ovan.

8. Funktionenf(z) = =% ar inte definierad i en viss punkt. Kan man definiera funlgiofi(x) i
denna punkt sa att den blir kontinuerlig dverallt? Hur gian det i s& fall? Motivera ditt svar!
Ldsning.Funktionenf(x) ar inte definierad i punkt = 0, men kontinuerlig i alla andra punkter.
Vi sager att en funktiog(z) ar kontinuerlig i punkt omlim, ., g(z) finns och ar lika meg(0).
Verifierar attlim, .o f(z) finns:
1 —cosz . 1—(1—32%+ B(z)x*)

. 1 , 1
L 2 = lim 5 + Bl =2

Har B(z) ar en begransad funktion.
Lat oss definierg (0) = 1. Med andra ord, vi betraktar funktionen

l—coszx
fla) = {—12 omz # 0

: omz =0.

Denna funktion ar kontinuerlig overallt.

9. Forklara i vilken mening ? %dm ar en generaliserad integral. Berakna integralen malp hj”

av substitutionen, = 1 — sin .

Losning.Integralen ar generaliserad eftersom funktio% ar odefinierad da = 5. Substitutio-

nenu:1—sinxger:du:—cosxdx,x—>0<:>u—>1,x:§<:>u:0.
s 0 1 1
2 CcoS & du
——dx = — — = uw Y2du = lim uV2dy =
o V1—sinz /1 Vu /0 e—0+ J,
lim 2[Vull = 2.
e—0

L : =1
10. a). Anvand Cauchys Integralkriterium for att wsasazutlenz = konvergerar.
k=1

Losning.Betrakta funktionery (z) = —. For summan ovan g:éllleE,;”;l & = > p; (k). Cauchys
Integralkriterium sager att om funktionef(x) ar kontinuerlig, positiv och avtagande, sa summan

Z f(k) och integralen/,”, f(x)dx konvergerar eller divergerar samtidigt. For var funktjt{) alla

k=1
tre villkor ar uppfyllda (verifiera!). Vi beraknar

/OO dr= tm [ Ldr— tm (- N1
—ar = 1m —ar = 11 (———— —) = .
k=1 .T5 M—co k=1 ,r5 M—oo 4M_4 4

Denna integral konvergerar. Svar: serien i fragan korerig
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b). Anvand t. ex. uppskattning av summor med integraleratd finna minsta antal termer i serien

[e.o]

1 .
> - som behovs for att approximera summan med ettféllo—*.

k=1
Losning.Observera att for varje galler:

SLley il
Ay L P

(Gor en bild). Det vill saga att

Vi raknar som i punkt a)f,~ -sdz = ;. For att denna integral vor€ 110~* vi kan tan > 10 (10

4nd "

ar minsta mojligan). Det raker alltsa att ta summan av 10 forsta termer aseée for att approximera
summan med det dnskade fellet.



