KTH Matematik KTH Matematik

Losningar till tentamen i Linjar algebra, SF1645, for Bio och K
mandagen den 10/3 2008, kl. 8.00 - 13.00.

1. Bestdm arean av triangeln med horn i punkterna (0,0,0), (1,1,0) och
(1,0,2).
Vi anvinder formeln 7' = |a x b|/2 dér a och b ar sidvektorer till trian-
geln. Vilj a=(1,1,0), b= (1,0,2).
ex €y €
Man faraxb=|1 1 0| = (2,-2,-1).
1 0 2
T=1(2,-2,-1)|/2=3/2.

2. Bestam c sa att ekvationssystemet
(1) 3z—1ly4+cz=0
(2) y + 2=0
3) —xz — 2z2=0.
far oandligt manga losningar samt bestam dessa.

Ekvation (2) och (3) ger v = —2t, y = —t, (z =1).

For att detta skall vara de odndligt manga lésningarna maste (1) vara
identiskt uppfylld vid insattning:

(1) 3(=2t) — 11(—t) + ¢t = 5t + ct = (5 + ¢)t vilket ar identiskt = 0 da
c=—=b.Svar: c=—-bgerox=-2t, y=—tz=t.

Anm: Problemet kan ocksa 16sas genom att man beraknar systemma-
trisens determinant (5 + ¢) och sétter denna =0, samt 19ser systemet med
Gausselimination for ¢ = —5.

210
3. Bestam inversen till matrisen A = |2 1 1| . Jacobis metod ger:
1 0 2
210 1 00 1 0 2 001
2 11 010 211 010
1 0 2 0 01 210 1 00

V.g. vand!



1 0 2 00 1 1 0 2 0 0 1
01 -3 01 =2 01 -3 0o 1 =2
01 —4 1 0 -2 0 0 -1 1 -1 0
1 0 2 0 0 1 1 0 0 2 =2 1
01 -3 0 1 -2 010 -3 4 =2
0 0 1 -1 1 0 0 01 -1 1 0
2 =2 1
Svar: Al=|-3 4 =2
-1 1 0

4. Bestam spegelpunkten till punkten (1,2, —1) relativt planet
T 4 2y 4+ 52 = 60.
Vi bildar linjen som gar genom den givna punkten P och ar vinkelrat mot
planet. Som linjens riktningsvektor kan planets normalvektor valjas.
r=(1,2,—1)+¢(1,2,5) = (1 +¢,2+ 2t,—1 + 5t).
Vi s6ker skdrningspunkten mellan linjen och planet (eller snarare t-vérdet
for denna skédrningspunkt) och sétter darfor in linjens koordinater i plan-
ets ekvation:
1+t4+2(242t) +5(—1+5t) =60, ¢(1+4+25)+1+4—5=060,
30t =60, t=2.
I punkten (1,2, —1) &r ¢t = 0. Punkten P svarar mot t = 2.
Spegelpunkten @ svarar darfér mot ¢t = 4. Man far Q: (5, 10, 19).

5. Diagonalisera nedanstaende matris

B =

— =
S W N
N = O

om detta ar mojligt. Om inte, forklara varfor.

Vi undersoker egenvardena och egenvektorerna. Forst egenvardena:
1—Xx 2 0
1 3=Xx 1 |[=101-XM)B=-XN)2-N-0-22-XA-1)=(1-N)(3-
1 0 2-2A
MN2=XA)=201-=N)=1-X)(B-N2-A)—-2)=1-N(\—5\+4) =
(1-=A)A=1)(A—4) = =(A—=1)*(A—4) =0 ger \; = 1 (dubbelt) och A\, = 4.



Egenvektorer svarande mot A\; = 1 ar losningar till systemet :

2y =10 y=0
rT+2y+2=0 d.v.s. r+2=0

vilket ger z = ¢, y =0, z = —t, vy =t(1,0,—1)%

Detta ar den enda linjart oberoende egenvektorn som svarar mot det dub-
bla egenvardet \; = 1.

Slutsats: Det finns inte 3 stycken linjart oberoende egenvektorer till matrisen.
Dérfor dr matrisen inte diagonaliserbar. (3p)

6. Anpassa i minstakvadratmetodens mening en rat linje till punkterna
(—1,-1),(0,1) och (2,k). (k &r en parameter).
Ange ocksa det k-varde som ger exakt anpassning.

Vi satter in de givna punkterna i ekvationen for en rat linje ax + b = y.

—a+b=-1
Man far b=1 Metoden med normalekvationer ger ett losbart
2a+b=F

system for a och b i stéllet for ovanstaende 6verbestdmda system:

Fin(e)e - Gl
690 - ()

Man far, ex.vis med Cramers regel: a = (bk+3)/14, b= (3k—1)/14

ok +3 3k—1
och alltsa den bast anpassade rata linjen: y = 1: x4+ TR

Man ser att for k = 5 ligger de tre punkterna i rat linje, varfor 6verensstammelsen
med motsvarande linje, y = 2z + 1, blir exakt.

V.g. vand!



5 4 =2

7. Matrisen C = 4 5 2 har egenvardena A\; = 0 och \y = 9 dar

-2 2 8
9 ar ett dubbelt egenvéirde. Bestam en ON-matris som diagonaliserar C
och ange motsvarande diagonaliserade matris.

Vi bestdmmer tre ortogonala egenvektorer (sadana finns eftersom matrisen
ar symmetrisk) och bildar ON-matrisen genom att anvinda de normerade
egenvektorerna som kolumner.

Egenvektorn som svarar mot egenvardet \; =0 :
Los systemet

5 4 =2 0 1 -1 —4 0

4 5 2 0 4 5 2 0

-2 2 8 0 -2 2 8 0

1 -1 —4 0

0 9 18 0 Man farx —y —42=0, y+2z2=0.
0 9 18 0

Med z = t erhalles y = —2t, = y+4t = —2t+4t = 2t och vy = (2, —2,1)".
Eftersom Ay = 9 ar ett dubbelt egenviarde kommer det att finnas tva
motsvarande linjart oberoende egenvektorer.

Los systemet:

—4 4 =2 0
4 -4 2 0 Man ser att alla tre ekvationerna ar
-2 2 -1 0

identiska med 2z — 2y + 2 =0

Egenvektorerna horande till Ao = 9 bildar alltsa detta plan (egenrum).

Notera att planets normal har samma riktning som v eftersom vy ar or-

togonal mot alla egenvektorer som svarar mot Ao = 9. Valj exempelvis

vy = (1,1,0)" (som uppfyller planets ekvation.

Nu maste man vélja vs i planet sa att vs och vg blir ortogonala. Man

kan exempelvis ta vz = vy X vy vilket ger vz = (—1,1,—4)".

Till slut placerar man de normerade versionerna av egenvektorerna vy, vg

och vz som kolumn 1,2 resp. 3 i en matris som blir den sokta ON-matrisen:
2/3 1/vV/2 —/2/6

P=1-2/3 1/vV2 V2/6 |. Motsvarande diagonaliserade matris
1/3 2v/2/3

blir D=

0
0
9 . Notera att flera ON-matriser ar mojliga.
0

o O O
O O O



8. Matrisen M har egenvirdena A\; = 1, Ao = 1/2 och \3 = —1/3.
V1, Vg och v3 ar tre motsvarande egenvektorer.
En foljd vektorer ag,a;,as,... definieras av att a,.; = Ma, och att
ag = vi1+2va+3vs. Visaatt f6ljden {a, } konvergerar mot vy, dan — oo.

Villkoret a, 1 = Ma,, ger att a, = M"ag = M"(vy + 2va + 3v3).
Allmént géller att om v ar en egenvektor till M svarande mot egenvardet
A, sa galler M"v = M™ 1\v = ... = \"v.

Dérfor blir a,, = 1"vy +2(1/2)"va + 3(—1/3)"v3 och
lima,=1-vi+0-vo+0-v3=vy. VSB

n—oo



