Losningar till Tentamen i SF1646 Analys i flera variabler 2008-05-21

1) a) Tangentplanets ekvation ges av
grad f(1,1,1)- (z — 1L,y — 1,2 — 1) = 0.

Nu ér grad f = (423 + 2xy? + 2222, 22%y, 2022 + 423), varfor grad f(1,1,1) = (8,2,6).
Tangentplanets ekvation blir alltsd 8(z — 1) + 2(y — 1) + 6(2 — 1) = 0, vilket ger
dor +y+ 32 = 8.

Svar: 4x +y+ 3z =8.

b) Funktionen véxer snabbast i den riktning som ges av gradienten, dvs. i riktningen
(8,2,6) =2(4,1,3).

Svar: 1 den riktning som ges av (4, 1, 3).

2) a)(1,1) ar en stationér punkt ty

0

—f = 42® — 6xy® +9° + 1
Ox

0

—f = —92%y* + 6xy° + 3.
dy

vilket ger 3L(1,1) =0, 3£(1,1) = 0.
b) Vi undersoker den kvadratiska formen Q(hy,hy) = Ah?3 + 2Bhihy + Ch3, dér
A=201,1), B=2L(1,1) och C = Z4(1,1). Nu éir

T z0Y Y

0% f 0 f 0*f
— = —18zy* + 6y°, —= = —18z%y + 4
522 w0y Sxy Y, 8xy + 30xy~,

oy?
vilket ger A =6, B = —12, C' = 12 och foljaktligen

= 1227 — 6y°,

Q(h1, hy) = 6hT — 24h hy + 1203 = 6(hy — 2hg)® — 12h3.
Vi ser att () ar indefinit, varfor (1, 1) ar en sadelpunkt.
Svar: (1,1) ar en sadelpunkt.

3) Rotationsparaboloiden skér xy-planet da 1 —4(z?+y?) = 0 dvs. i cirkeln 2% +y?* =
1/4=(1/2)% Om E: 2* 4+ y* < 1/4 s& ges volymen av

V = // 1 —4(2® + 9?) dody.
E



Vi byter till polara koordinater. E ges av 0 < r < 1/2, 0 < ¢ < 27 och vi har att
dxdy = rdrdf. Detta ger

o 1/2 r2 1/2
V:/ (/ (1—4r2)rd7‘) dp = 2w {——7“4}
0 0 2 0

.
Svar: 5

4) En parametrisering av v ges av r(t) = (t,), 0 < ¢ < 1 vilket ger r'(¢) = (1,1). Vi

far
W:/F- dr = /OlF(r(t))-r’(t)dt

1 1
:/ (—4t4,0)-(1,1)dt:—4/ thdt =
0 0

5) Sitt g(z,y) = 2* + xy + 2y* — 14. Vi vill maximera f(z,y) under bivillkoret
g(x,y) = 0. Lagrange mutliplikatormetod, och det faktum att méngden ar kompakt,
ger att maximum antas i en punkt som satisfierar

Svar: —%.
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dar \ ar Lagrangemutliplikatorn. Vi ser att A = 0 dr omojligt, varfor 2x + y = 2/,
x4+ 4y = 2/\, vilket ger 2x + y = x + 4y, dvs. = 3y. Insatt i bivillkoret ger detta
9y% + 3y + 2y? = 14, dvs. y?> = 1 eller y = £1. De tinkbara punkterna ar alltsi
(—3,—1) och (3,1). Vi se att maximum = 8 antas i (3, 1).

Svar: Maximum 8 antas i (3,1).

M= / / /K o2y, =) dadyds.

Vi byter till rymdpoldra koordinater (r,60,¢). I rymdpoldara koordinater ges K av
1<r<20<6<m0<¢<m. Vihar Jacobianen r2sin 6 varfor

M = /(/ (/ TQTTZSinﬁdr) d9> d(b—w(/oﬂsinﬁd@) </126"“dr)

T [~ cos by [— e_rﬁ =27m(e” ! —e7?).

6) Kroppens massa ges av




Svar: 2m(e™! —e7?).
7) a) Kedjeregeln ger
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Svar:—%

b) I de nya variableran blir ekvationen —%L = 0, vilket ger att f = G(v) dér G &r en
godtycklig C! funktion. Vi far f(z,y) = G(1/y — 1/z).

Svar: f(x,y) = G(1/y — 1/z) dir G ér en godtycklig C' funktion.
8) Sitt P(z,y) = e3® cos 3y, Q(z,y) = —e>*sin3y + z. DA ar

P
aa_g — ?9_y = —3esin3y + 1 — (—3e**sin3y) = 1.

Lat C vara linjestycket fran —1 till 1 och D halvcirkelskivan 22 + 4% < 1, y > 0. D4
ar 0D = v+ C och Greens formel ger

/Pdm—l—Qdy—i—/de—l—Qdy:// (8—62—%) dxdy
0% C D Ox ay

= // l1dxdy = area (D) = T
D 2

C' parametriseras av z(t) = t, y(t) = 0, —1 < t < 1, vilket ger 2/(t) = 1, ¥/(t) = 0.
Alltsa ar

/Pdw—FQdy:

o



NLat Kr: 0<z4+y<R,0<zx—y<R,dar R > 0. Kg tommer ut K d& R — oc.
Vi infér nya koordinater genom v = z 4+ y, v = x — y. Jacobianen ges av

dey () - )

I de nya variablerna ges Kr av 0 < u < R, 0 < v < R. formeln fér variabelbyte i
dubbelintegraler ger nu

//KR 1+x+ydx?f+x+y / / )2
A ) </fui—z>z>=;<{—¢uh) k)

Da R — oo konvergerar detta mot %

5

Svar: Integralen konvergent med vérdet %



