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1. Bestam ekvation for det tangentplan till ytan
32% — 2oy — 2wz + 2% + 222 =8

som &r parallel med yz-planet d v s vinkelrdt mot z-axeln (det kan finnas fler dn ett
saddant tangentplan).

Losning. Alla plan parallela med yz-planet har ekvationer x = Const. Alternativt,
normalvektor till sddana plan har y och z komponenter lika med 0. Normalvektor till
ytan i form F'(x,y, z) = 0 ges av gradienten till funktionen F' och krav att tangentplan
&r parallel med yz-planet ger oss villkor F, = F = 0.

For var yta far vi

F,=—2x+4+4y och F,=—2x+4z
Villkor F, = F = 0 ger oss y = /2 och z = x/2. Inséttningen till ytansekvation ger
32° — 2 —? +1/20% +1/22% =8

eller 2 = 4 varav v = £2 ir koordinater av de punkter dir tangentplan ir parallel
med yz-planet. Eftersom tangentplan har ekvation x = Const, man behover inte soka
y och z och man far direkt tva tangentplan x = 2 samt © = —2.

2. Vilken punkt pa ellipsen
2% + 2zy + 3y® = 60

har storsta mojliga summan av koordinater x och y?

Lésning. Man skall maximisera funktionen f(z,y) = = + y med bivillkor 222 +
22y + 3y? — 60 = 0. Lagrangesekvationer blir

1 = \4x + 2y);
1 = A2z + 6y);
222 + 2xy + 3y* = 60.

Division av den forsta ekvation med den andra ger oss

dxr+2y
2z + 6y

varav © = 2y. Insdttningen av detta till den tredje ekvation ger
8y* + 4y* + 3y° = 60

eller y> = 4 varav y = +2. Alltsa, det finns tva misstinkta punkter dir f(z,y) kan
anta sina extremvardena: (4,2) samt (—4, —2). Vi ser att maz(f(z,y)) = f(4,2) = 6.



3. Rikna ut trippelintegralen

///K(:U2+y2)d:icdydz

dir kroppen K begrinsas av ytor z = 22 +y? och z = 1.

Losning. Vi anvinder oss av cylindriska koordinater: x = rcos¢; y = rsin ¢; z = z.
Kroppen ges da av olikheten 72> < z < 1 och det finns inga begrinsningar for ¢ d v s
0 < ¢ < 27. Jakobian av koordinatbytet ar r. Integralen blir

///:/O%dgb/ol ar /01 7"2'7“652’=/027rd¢/01 dr v (1—12) =
r r
:27r/01(7“3—7“5)d1“:27r (24_56)

4. Bestam alla stationdra punkter till funktionen

1

s
o 6

flz,y) = 2* +ye” V.

Bestam dven deras karaktar (d v s lokalt max eller min eller sadelpunkt eller nagot
annat).

Losning. Stationédra punkter karakteriseras av villkor f; = f, = 0. Vi har
fl =2z + 2zye” Y och fr =0~ y)e” Y.
For stationara punkter far vi systemet
20(14+ye” ¥) =0 och (1—y)e*¥=0.

Den andra ekvationen ger oss y = 1 och insdttningen till den férsta ekvationen ger
x = 0. Alltsd, det finns endast en stationar punkt (0, 1).
For att undersoka dess karaktér, avnander vi oss av andra derivator. Vi har

Fiw =21+ ye™ ) + daPye” 7,

fry = Fio = 20(1 = y)e™ %
z2—
S =y —2)e" 7.

Matris av andra derivator i punkten (0, 1) blir d&

1/ 1
( v J ) =(2(1+01/€) ! )
yr  Jyy - / €
Motsvarande kvadratiska formen har utseendet
Q(h,k) =2(1+ 1/e)h2 — k‘2/e

och den &r ej definit. Detta visar att punkten (0,1) &r en sadelpunkt.



5. Bestam alla kontinuerligt deriverbara funktioner g(z,y) som uppfyller differen-
tialekvation

vy, +a°g, =0
genom att inféra nya variablerna

u=z"—y', v=uay.

Losning. Vi soker g(x,y) i form
g(x,y) = G(u,v),
dir u = 2* — y* och v = xy. Vi har da enligt kedjeregeln
g, = 42°G), +yG, ochg, = —4y°G,, + 2G,,.
Detta ger oss
g, +a°g, = (y' +2h)G,
och ekvationen blir G (u,v) = 0. Den har 16sningar
G(u,v) = h(u),

déar h ar godtycklig deriverbar funktion av en variabel. Detta ger oss svar

g(z,y) = h(z* — ).

6. Berédkna integralen

//D(x2+y)dxdy

dar D é&r triangeln med hérn i punkter (—1,0), (0,1), (1,0).

Losning. Linjer som begrénsar triangeln dr y = 0 (d v s xz-axeln), y = 1 + x samt
y = 1 — x. Triangeln ges da av olikheter y — 1 <z <1 —y, 0 <y < 1. Integralen blir

1 1—y 1 3
//:/ dy/ dx-(:z:2—|—y):/ dy-(—+yx>
0 y—l 0 3 m:y—l

- 01 <§(1 —y)® +2y(1 —y)) = (—é(l —y)'+y’ - —y3)

r=1—y

7. Berdkna massan av det ihéliga halv-klotet K som ges av olikheter
1<+ 4+22<9; 2>0

om densiteten ges av

1
22 + y? + 22)3/2

pl,y,z) = (

Losning. Massan ges av trippelintegralen

J[[ sty dwdya



For att berdkna den, anvinder vi oss av rymdpoléara koordinater, d v s
r=rsinycos¢; y=rsinysing; z=rcosy.

Vi far da ]

Pyt + 22 =1 och p(z,y,2)= .

r

Jakobian blir J = r?sin). Olikheten 1 < 22 + 3% + 22 < 9 ger oss villkor 1 < r < 3
och den 6vre (eller informellt den norra) halvklotet som vi sysslar med ger oss villkor
0 <1 < 7/2. Massan ges d& av integralen

2 /2 3 1
M:/ dgf)/ d@/}/ —3-r281n¢drz
0 0 1 T

w/2 3 o w/2
:27r/ d¢/ Smwdr:%T/ sin® - In3dp = 2rln 3,
0 1 0

r

8. En partikel som péaverkas av kraften

Flz,y) = ( 1 1—2y)

r+1 z+1

161 sig lings parabeln x = y? fran punkten (1,—1) till punkten (1,1). Berikna det
arbetet som kraften utrattar.

Losning. Arbetet ges av kurvintegralen

A= / (P(x,y)dx + Q(x,y)dy)

1,
z+17
Qz,y) = % For att rdkna integralen, skall vi valja ndgon parametrisering av kurvan.
Enklast #r att ta y som parameter och da far vi parametriseringen v = t%; y = t;

—1 <t < 1. Integralen blir da
de  1—2y ! 1 1—2t
A= dy | = d(t? dt | =
A<x+1+x+1 y) /_1(t2+1 )+ )
Ly oot 1—2t Uoat )
/_1(t1+1+t2+1> /_1t2+1 arctant]_, =/

9. Rikna ut den generaliserade itererade integralen

/Om(/yooe—xde) dy

genom att byta ordningen av integrering.

dér funktioner P och @) &r komponenter av vektorfalt F d v s i vart fall P(z,y) =

Losning. Vi observerar att itererade integralen motsvarar till en viss dubbelintegral
over nagot omréade i planet. For att bestimma omradet ser vi forst pa gréanserna i inre
integralen och de ger oss olikheten y < x. Granserna i yttre integralen ger oss dessutom
olikheten 0 < y och vi ser att omradet av integrering ar triangeln som ges av olikheten
0 <y < z. Efter bytet av ordning av integrering far vi integralen

* * *© 2 L 1 o™ 1
d:c/ e dy :/ ze ¥ dx = —/ e " d(a:Q) = ——¢ 7 = .
/O 0 0 2 0 2 0 2



