Losningar till Tentamen i SF1646 Analys i flera variabler 2009-05-20

1) Gradienten ges av
grad f = (2zy, 2 + 2yz, y*)
vilket ger grad f(1,1,2) = (2,3,1). En enhetsvektor v i riktningen —grad f(1,1,2) =
(2,3,1) ges av
B (2,3,1) B 1
2+3+12 V4

Riktningsderivatan ges nu av

(2,3,1).

Dy f(1,1,2) = grad f(1,1,2) - (—ﬁ(m? 1)) = —\/%(2,3, 1)-(2,3,1) = —V14.

Alternativt och enklare kan vi komma ih&g att minimala riktningsderivatan &r —|grad f|
och fés i den riktning som ges av —grad f.

Svar: —/14.

2) De stationéra punkterna ges av

Of o0 _ of _ _
Gr =3 Fy=0 . ay—x+2y—0‘

Andra ekvationen ger y = —x/2 vilket insatt i forsta ekvationen ger 322 — z/2 = 0,
dvs. © = 0 eller z = 1/6. De stationdra punkterna &r alltsa (0,0) och (1/6,—1/12).
Vi berdknar andraderivatorna

*f _ . P 02 f

g —1, 219
Ox? Oxdy T Oy?
I (0,0) far vi den kvadratiska formen
1 1
Q(hl, hg) = 2h1h2 + th - 2(h2 + 5)2 - §h%,

som ar idefinit. (0,0) &r en sadelpunkt. I (1/6, —1/12) far vi den kvadratiska formen
1 1
Q(hy, ho) = hi + 2hihy + 2R3 = §h§ + 2(hy + 5h1)2,

som &ar positivt definit. (1/6, —1/12) &r en lokal minimipunkt.
Svar: (0,0) ar en sadelpunkt och (1/6,—1/12) ar en lokal minimipunkt.

3) De 6vre och undre granserna for z sammanfaller da /22 + y? = /8 — (22 + y?),

vilket ger 2% + y* = 8 — (z? + y?), dvs. 2% + y* = 4. Kroppen K ges alltsi av

K={(z,y,2); (x,y) € B, Va2 + 12 < 2 < /8— (22 + ¢2)},



dir F = {(z,y); 2? + y* < 4}. Volymen ges av
V38— (2%+y?)
Vol(K):// / 1dz da:dy://(\/8—(z2+y2)—\/xz—l—y?)dxdy.
E \/ 2+ E

I polédra koordinater ges Fav (0 <r < 2,0 <6 < 27. Overgz"mg till poldra koordinater
ger

vol(K) = /ng (/OQ(W— T)rdr) df = 27 {—é(8 — )32 %3 : = 32?”(@—1).

Svar: 27(\/2 — 1)

4) Vi vill minimera f(x,y, 2) = z*+y*+2* under bivillkoret g(x,y, z) = r+y+2—6 =
0. Lagranges multiplikatormetod ger ekvationerna

of _\99

=433 — )\ =
o )\895 T A=0
of dg 3
[ — —_— 4 —_— p—
By )\Gy yw—A=0
of dg 3
—_— —_— 4 — p—
P )\82 z A=0

(1)

Dessa ekvationer ger 2° = 3% = 23 vilket ger x = y = 2. Insatt i bivillkoret ger detta
3r = 6, dvs. x = 2. D& z, y eller 2z gar mot oéndligheten gar z* + y* + z? mot
oéndligheten, si (2,2,2) méste ge minimum. Minsta viirdet blir 3 - 2¢ = 48.

3

Svar: 48
5) a) Kedjeregeln ger

0: _0:0u 0:00_, 0: 0: 0
or Oudr Ovdr xé?u ov N x@u

0z B 0z0u 0z0v 0z 0z

9y Oudy "ovdy “ou oo
Detta ger
0z 0z 0z 0z 0z 0z

— —T— =20— — 20— — =

Ox oy ou u ov  ov
Nu ér 2 = Vu — 2y = Vu — 2v.

. — 9,02
Svar: —vu 21)(%




b) Rékningarna i a) ger —:Eg—j = 0 och eftersom z > 0 far vi % = 0, vilket ger

z = g(u) dér g dr en godtycklig C' funktion.
Svar: z = g(2* + 2y) dér g ér en godtycklig C'! funktion.

6) Omradet D ges av olikheterna 0 < z <y, 0 <y < 1. Upprepad integration ger

2 ! Y 2 ! 2
// e’ dxdy :/ (/ e¥ dx) dy :/ ye?” dy
D 0 0 0

— Bezf] 1 = %(e —1).

0

Svar: (e —1)

7) Vihar 2z = f(z,y) = 2*+y? och D = {(z,y); 2> +y* <9, y > z}. Derivering ger
of of
9L _ oy, 2L _9
Ox “ oy Y

och vi far
A= // V14422 + 4y? dady.
D

I poldra koordinater ges D av 0 < r < a, n/4 < 0 < 5n/4. Overgang till poldra
koordinater ger

5m/4 a a
A:/ (/ T\/1+4r2dr) d@z%/ 12rv1 + 4r2 dr
/4 0 0
T

55 [+ 4]0 = (1 4+ 4022 — 1),

Svar: Z((1+4a®)*?* —1)

8) Vi vill berékna integralen

1 —=\/x z
/// Vi +y?+ 22 ——e g VAt drdydz
R3 aoﬂ-
1 —=\/z z
= lim T/// Va2 +y? 4+ 22 ag Vet dxdydz (2)
Dg

R—oo agm
dar
Dp={(z,y,2); 2>+ y* + 2* < R?*}.
Dp, #r en uttémmande foljd for R3 da R — 00. I rymdpolira koordinater ges Dy av
0<r<R,0<60<m0<¢<2m. Overgang till rymdpoléra koordinater ger

5 T 2 27 T R 2
/// 22+ 2+ 22w VUV qedydz = / (/ (/ re e’ sin@dr) d@) do
Dpg ) 0 0
T R 5 R 9
= o (/ sin&d@) (/ rde " dr) = 47?/ re”a" dr.
0 0 0



I den sista integralen gor vi variabelbytet s = 2r/ag, vilket ger integralen

4 [2R/ao
4 (ﬁ) / s34 ds.
2 0

Grénsvérdet i (2) blir

Svar: %ao.

9) Lat P(z,y) = -2 och Q(z,y) = -%. Vi ser att P och Q dr C" dverallt utom

z24y2 2242
i origo. Dessutom ar

0Q *+y*—(v+y) 20 Y —a— 2wy
or (22 + y2)2 (22 y2)?

OP  —(®+y’)—(r—y) -2y y*—a® -2y
oy (a2 + y?)? (@ y?)?

9Q _ or
oxr

dvs. oy Lat C vara enhetscirkeln med positiv orientering. I omradet mellan ~

och C &r P och Q C' funktioner varfor Greens formel ger

r—Yy T+y r—1Y Tty
I= dr + d :/—da:—i——d
/75E2+y2 «T2+y2 Yy Cx2+y2 x2+y2 Y

En parametrisering av C' ges av (z(t),y(t)) = (cost,sint), 0 < t < 27. D& ar
(2'(t),y'(t)) = (—sint, cost) och definitionen av kurvintegralen langs C' ger nu

271' . .
t— t t t
I:/ cost st N St (— :5i1115)+—coS —1|—sm costdt
0

27 27
:/ sin2t+cos2tdt:/ dt = 2.
0 0

Svar: 2.



