Losningar till Tentamen i SF1646 Analys i flera variabler 2010-08-19

1) Vi bestdmmer gradienten av f i origo

of of

%:2I‘y+COS(J}—1), %(170):1,
of o Of
— = —(1,0)=1
ay 'CC b ay( b ) b
vilket ger grad f(1,0) = (1,1). Vi normerar vektorn (4, 3). Detta ger enhetsvektorn
1 4 3
= ——(4,3) = (=, ).
Vs 13) = (5.3)
Riktningsderivatan ges nu av
4 3 7
(1,0) =(1,1) - (=, =) = —.
fV( ) ) ( Y ) (57 5) 5
Svar: %

2) Vi visar forst att (0,0) &r en stationar punkt.

of

L = 2ze" + y + 322,
ox

g—z = 2siny + .

Insattning ger att %(0, 0) = g—i((}, 0) =0, dvs. (0,0) &r en stationdr punkt. Nu ar

0 f 2 9 42 o0 f
@—26 + 4x%e” 4+ 6, @(0,0)—Q
>Pf
0xdy

0 f 0 f
8_y2 —2C08y, a—yQ(O,O) —2,

vilket ger den kvadratiska formen
Q(h, k) = 2h* + 2hk + 2k* = 2[(h + k/2)* + 3k*/4].

Vi ser att () ar positivt definit, vilket visar att (0,0) ar en lokal minimipunkt.



3) Vi byter till rymdpoléra koordinater. K gesavl <r <2, 0<¢ <271,0<60<7/e
och Jacobianen ar 72 sin . Detta ger

Mo ([ 2a) o)
=27 snodo) (9 Zomn.t o
([ ") ([ ) =214

4) Upprepad integartion ger

/D\/Mda:dy: /01 (/:(:H—y)l/?dy) al:zc:/o1 E(x+y)3/2]: du

2 [! 2 ! 4
:—/ (2:5)3/2—x3/2da::—(23/2—1)/ 1 dr = —(2v2-1).
3 3 0 15

Svar: 7

Svar: £(2v2 —1)

5) Vi beréknar de partiella derivatorna av f i punkten (1, —1) t.o.m. andra ordningen.

= cos(z +y)e® + sin(xz + y)e®

ox
oy cos(z + y)e”
an : x x : x x
e iaie sin(x 4 y)e” + 2cos(x + y)e® + sin(z + y)e* = 2cos(x + y)e
82
aacgy = —sin(z + y)e” 4 cos(z + y)e®
0*f , .
a7 sin(z + y)e
Detta ger
of _ : of _
8:6(1 1) = e(cos 2 + sin 2), 8y(1’ 1) =ecos2,
2 o2 o2
gx‘};(l 1) =2ecos2, axéfy(l 1) = e(cos2 — sin 2). oy J;(l 1) = —esin 2.

Detta ger oss foljande Taylorpolynom av andra ordningen kring (1, 1),

P(z,y) = esin2+ e(cos2 +sin2)(z — 1) + ecos 2(y — 1)
1
+ 5 [2e cos2(x — 1)* + 2e(cos 2 — sin2)(z — 1)(y — 1) — esin2(y — 1)?]

3 1
=—3e sin2 + 2e(sin 2 — cos 2)z + (2esin 2)y + (e cos 2)a* — é(sin 2)y°.



Svar: —3esin2+ 2e(sin2 — cos 2)z + (2esin 2)y + (e cos 2)x? — 3 (sin 2)y?

6) Lat D beteckna ellipsen 22 4+ y?/4 < 1, s& att v = 9D. Vi kan anviinda Greens
formel. Denna ger

/(SCQ—y)d:c+(x+y2)dy=// 2($+y2)—g(x2—y)d:cdy:2//1d:cdy
~ p Ox dy D
= 2area (D) =2 -m-1-2=4nr.

Vi har hir utnyttjat att ellipsen 2%/a® + y*/b* < 1 har arean mab.

(Problemet kan ocksd 16sas genom att parametrisera ellipsen genom z = cost, y =
2sint, 0 <t < 27.)

Svar: 4w

7) Lat D vara det omrade i zy-planet som es av 22 +y*> < 1,z > 0, y > 0. Da

ges K av
K:{(:L‘,y,z); (x,y)GD,O§z§4_x2_y2}

Kroppens massa ges av

4—(a+y?)
M = /// plz,y, z) dedydz = c// / xyzdz | dxdy
K p \Jo
L2714 @4y c
= c// Ty [—] drdy = = // ry(4 — (2* +y*))? dody.
D 2 0 2 D

I poléara koordinater ges D av 0 < r < 1, 0 < § < 7/2. Byte till polara koordinater

ger
c /2 1
M:§/ (/ TCOS@'TSiHQ-(éL—TQ)QdT) do
0 0

w/2 1
_¢ : 204 22 g ) =C.1.39 2%
—4(/0 51n2c9d9) (/Or(4 T)d?")—4 1 0= 10°

.39
Svar: ¢

8) En normal till ytan f(z,y,2) = 2% + y? + 222 = c i punkten (z,y,z) ges av
grad f(z,y,2) = (21,2y,4z), och en normal till ytan g(x,y,2) = xy + 2% = 2 i
samma punkt ges av grad g(z,y,2) = (y,2,2z). Om de bada ytornas tangentplan
skall sammanfalla i denna punkt s méste dessa normaler vara paralella, dvs. det
maste finnas en konstant A # 0 sa att

(22,2y,42) = My, =, 22).



Om z # 0 far vi fran 4z = 2)\z att A\ = 2, vilket ger x = y. Detta ger
c=a? +y* +22% =207 + 227 =2(ay + 2°) = 4.

Antag att z = 0. Om z = 0 &r dven y = 0 enligt vart samband, vilket ej uppfyller att
xy + 2% = 4. Alltsa ar x # 0. Vart samband ger

A A
2x:>\y:§~2y:§~>\x,

vilket ger \2 = 4 eller A = £2. Om A\ = 2 far vi = y och ¢ = 4 som ovan. Om
A = —2 far vi z = —y, vilket tillsammans med 2z = 0 ger 2 = xy + 22 = —2? som &r
omdjligt. Vi har visat att ¢ = 4 maéste gélla.

Svar: ¢ =4
9) Lat u = 23 — 3zy?, v = 322y — 3. Kedjeregeln ger
o9 _0ou, of v
or Oudxr Ovox’
Pg _ O (0u\® , OF Qudv  Of (Ou\® 0f0Pu  Of v
or2  ou? \ Oz Oudv Ox Or  Ov? \ Ox Oudx?  OvOx?

P& samam satt Far vi

Py (Y PT oude B (0\ ot og o
oy Ou? \ dy Oudv dy Oy~ 0v? \ Oy ou oy Ovoy?

Detta ger

2 2 2 2 2 2
0% g _0f ((0u\' (o), o
ox?  OJy>  Ou? ox dy v?

O*f [(Oudv Oudv of (0*u  0%*u of (0*v 0%
+2 e A [ b el B (1)
Oudv \ Ox dr ~ Oy dy Ju \ 0x? = 0Oy? v \0x?  Oy?
Nuér P 5
L 3 .
o 3 3y~ By 6zy,
ov o 9
97 6y, 9y 3z — 3y°.
Vi ser att

() () - () ()



Alltsd ar

f ((ou\®  [ou\*\ 3f ([(ov\? [ov\®\ [O°f
5@(%)*@0'ﬁﬁ(£)+@ﬁ —@@+

ty f ar harmonisk. Vidare ar

v, dudv
Oxrdxr Oy Oy ’
Pu  Pu
o2 T B
Pv v
o o

0,

0.

>’f
ov?

Vi ser att alla bidrag till hogra ledet i (1) ger 0, dvs. g &r harmonisk.
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