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SF1646 Analys i flera variabler
Tentamen 18 augusti 2011, 14.00 - 19.00
Svar och 16sningsforslag

Lat f(x,y) = zy — In(z + ).

I vilken riktning &r riktningsderivatan till f i punkten (1,2) som storst, och hur
stor &r riktningsderivatan i denna riktning?

Finns det nagon riktning i vilken riktningsderivatan till f i punkten (1,2) ar lika
med noll? Ange i sadana fall denna/dessa riktningar.

Losning (1). Riktningsderivatan av en funktion f i en punkt P &r storst i
gradienten grad f(P):s riktning, och detta storsta vérde ges av normen |grad f(P)].
Riktningsderivatan dr noll i rikting ldngs tangentlinjen till f:s nivakurva genom
punkten P, dvs ortogonalt mot grad f(P). Vi har att

of of 1 2
gradf(a:,y): %>a_y = y_x—i-ywaj_x—i-y?

sa alltsa ar

1 4 1 1
grad f(1,2) = (2 5 1— 5) = (g, g) och |grad f(1,2)| = 5@

Riktningar vinkelriatt mot gradienten ges av +(—1,9).

Svar (1): Maximal riktningsderivata av f i punkten (1,2) &r £1/82 och fas i
riktning (9, 1). Riktningsderivatan av f i (1,2) &r noll i riktningarna +(—1,9).

Lat D vara omradet i planet givet av olikheterna 0 < y < 1—2?. Beriikna integralen

// y dzdy.
D

Lésning (2). Av olikheten 1 — 22 > 0 foljer att —1 < z < 1. Omradet ges alltsa
av all (z,y) sddana att —1 < 2 < 1 och 0 < y < 1 — 2% Vi beriiknar integralen
medelst upprepad integration.

1 1—22 L ry? 1-z? 1t
/ / ydy | dx = / [—} dx = —/ (1—2*)*dx
-1 \Jo 11210, 2Ja

! 2., 1, 8
:/0 1—2x2+x4dx:[x—gx?’—l—gx‘r’}ozﬁ.

Svar (2): .




(3) Visa forst att funktionen f(z,y) = e® — 2cosy + zy + 23 har en stationdr punkt
i origo. Bestdm sedan den stationédra punktens karaktir (dvs avgor om den &r ett
lokalt maximum, ett lokalt minimum eller en sadelpunkt).

Losning (3). f(z,y) = e” —2cosy + xy + 2 sa f(0,0) = —1. Vi beriknar-

forstaderivatorna
fa(z,y) = 2ze™ +y+32° = f1(0,0) =0,
fo(@,y) =2siny +x = [,(0,0) =0.

Eftersom f;(0,0) = f;(0,0) = 0 &r origo en stationdr punkt per definition. Vi
berékar vidare andraderivatorna

fr(x,y) = 267 + 422%™ + 62 = f2.(0,0) =2,
£ (e,y) =1 — f1.(0,0) =1,
£ (y,y) = 2cos y — f"(0,0) = 2.

Det foljer att andra ordningens Taylorpolynom P i origo ges av

1
P(z,y) = 1(0,0) + f2(0,0)z + f,(0,0)y + 5 (f(0,0)2” + 27,(0, 0)zy + f;,(0,0)y°)
1 2 3
=—1+3 (227 + 22y +2y%) = -1+ 2" +ay+y° = -1+ (x—l—%) +Zy2.
Det foljer att origo ar ett lokalt minimum eftersom andragradstermen &r positivt

definit.

Svar (3): Da f;(0,0) = f;(0,0) = 0 &r origo en stationdr punkt, och andra
ordningens Taylorutveckling visar ocksa att det &r ett lokalt minimum.

8T
(4) For en viss méngd gas géller att p = p(T,V) = A dédr p betecknar tryck [kPal,

T temperatur [K] och V volym [m®]. Anvénd linjér approximation for att beskriva
hur trycket fordndras for sma variationer i temperatur och volym kring vérdena

T =300 och V = 2.

Ange speciellt med hjilp av denna approximation ett ungefarligt viarde pa tryck-
forandringen som uppstar da tempertaturen okar med 2 grader samtidigt som
volymen 6kar med 5 liter (dvs 5107 m?).

Losning (4). Den sokta linjira approximationen ges av

P P
AP(h,k) = P(300 + h,2 + k) — P(300,2) ~ Z—T(?,oo, 2)h + g—v(?)oo, 2)k.

Vi har att 98 = & s 98(300,2) = 4, och 28 = —¥% sa 85(300,2) = —600. Alltsa
ar

AP(h, k) = P(300 + h,2 + k) — P(300,2) ~ 4h — 600k.



Speciellt fas med h =2 och k =5-1073
AP(2,5-107%) ~4-2—-600-5-107° =8 —3 =5.

Svar (4):AP(h, k) = P(300 + h,2 + k) — P(300,2) ~ 4h — 600k [kPa).
Speciellt & AP(2,5-1073) ~ 5[kPa .

(5) Berdkna trippelintegralen

J[[ vz

dar K &r den kropp som begrénsas av planet z = 3 och konen z = 4 — /22 + 2.

Losning (5). Integrationsomradet K &r en solid rit cirkuldr kon med basytan
i planet z = 3 och spets pa z-axeln i punkten (0,0,4). Dér planet z = 3 och

konen z = 4 — /22 + y? skiir varandra giller att 3 = 4 — /22 + 1?2 <= 2%+

y?> = 1, dvs integrationsomradets projektion pa zy-planet #r cirkelskivan D =

{(z,y) | 2* + y* < 1}.Vi far

4=z 4y? L2714Vt ty?
/// zdxdydz = // / zdzdxdy = // [—} dxdy
K D J3 pl2];
1 2 1
- 5// (4— \/xQ—l—yQ) — 3 dady = 5// (7—8\/I2+y2+x2+y2> dxdy
D D

{Vi byter till poldra koordinater}

25/0 /0(7—8T+r2)rdrdvzﬁ7r

13
T
2

Svar (5): T3

(6) a) Transformera uttrycket

08 of
dy ox
till poldra koordinater. (2p)
b) Los den partiella differentialekvationen
xg — yﬁ =0
oy ox

med randvillkoret f(z,0) = z2. (1p)



Losning (6). a) Kedjeregeln ger
of _ofor N of 08
dr  Ordx 00 0x
of _ofor 0f0o0
oy oroy  o0oy

Nu ér 7 = /2% + y? och 6 = arctan £, vilket ger
or x 00  y

or r ox 12
(97“_g @_LE

(9_y_7" oy r?’

Detta ger
Lof  of Ofy  Of 5z Ofz  0f 5=y
Yoy Yor (5’+89 )_yQ9 TR )
2t 4y 8f _of
r2 00 00
Alternativt kan vi bara notera att
of Ofox Ofdy Of of of 8f
(1) 90 8x89+8y09 (9.7:( 9)—|—a—yr0089—— %+ ay

b) Det foljer fran a) att den givna ekvationen &r ekvivalent med % = 0, vilket
ger f(r,0) = g(r) for nagon differentierbar funktion g. Detta ger i de ursprungliga

variablerna f(z,y) = g(1/22 + y2). Randvillkoret f(x,0) = g(v/22) = 22 ger da att
g(r) =% Alltsa ér f(z,y) = 22 + >

Svar (6): a) 2L ; b) f(z,y) = 2% + .
(7) Vektorfiltet F = (P, Q) &r definierat i hela planet R?, férutom i origo, av

__Y _
P= s Q- (@.9) # (0.0).

x? + yz’
a) Bestam kurvintegralen f71 F dr da v, r en cirkel med radie 1, medelpunkt i (2, 0)
och orienterad moturs. (2 p)

b) Bestdm kurvintegralen fw F dr da v, &r en cirkel med radie 1, medelpunkt i origo
och orienterad moturs. (2 p)

Losning (7). a) Filtet F = (P, Q) ar definierat och kontinuerligt deriverbart
i ett omrade innehallande den cirkelskiva C; som begrénsas av 7, (origo ligger ej
innanfor 7). Vi kan anvénda Greens formel och far

/F dr —// @—a—Pdmdy:O
C'l



0Q _ y*—z®2 9P

eftersom 3¢ = WIS T oy

b) Eftersom s dr randen till ett omrade som innehaller origo dar filtet inte ar
definierat kan vi inte anvéinda Greens formel. Vi parameteriserar v, med (x,y) =
(cost,sint), 0 <t < 2 vilket ger (dx/dt,dy/dt) = (—sint,cost). Vi far, eftersom
2?2 4+ % = cos?t +sin’t = 1 pa 7,, att

2 ] 27
—sint cost
/F-dr:/ (— - T o L w2 )'(—Sint,cost)dt:/ cos® t+sin*t dt = 27
72 o cos°t+sin“t cos“t + sin“t 0

Svar (7): a Fdr=0o0chb Fdr =27
Y1 Y2

(8) Berdkna volymen av den parallellepiped som ges av olikheterna

—-1<—z+y—2<1
—1<x+2y+32<1
—1<z+y+z<1

Losning (8). Lat P vara den angivna parallellepipeden. Infér nya koordinater
(u,0,w) = T(x,y, 2) genom

U=—-r+y—=z
T:qv=x+2y+3z
w=x+y+z

Lat Q = T(P), som blir ett riatblock i (u, v, w)-rummet, —1 < u,v,w < 1.

Volymen(P /// drdydz = {variabelbyte} = /// ' Y.z
d(u, v, w)

Mellan Jacobideterminanterna for 7' och och den inversa avbildningen 7! rader

dudvdw.

sambandet
dlz,y,2) 1
d(u,v,w)  dwow)’
d(z,y,2)
Vi beraknar ij((x = 4. Alltsa

ot 2-2-2
Volymen (P / / / ‘ ‘ dudvdw = / / / du dv dw = =2
4. 1 J 4

Svar (8): 2 volymsenheter




(9) Undersok om funktionen

1+ 322 — 2%y?

antar nagot storsta respektive minsta virde pa det odndliga bandet

{(z,y): —co <z <o00,—1 <y <1}

Ange i forekommande fall storsta respektive minsta vérde och i vilka punkter dessa
antas.

Losning (9). Vi konstaterar forst att f(0,y) = 1 for alla —1 <y < 1, och att
om z # 0 &r f(z,y) > 1ty

1+ 322 — 2%y? o T?
f(x,y) T + ( y)lﬂ2
Alltsa ar f(0,y) = 1 minsta vérde.
Vi har ocksa att

fog) =1+ 2— ) <19 _iya(1-—L ) <3
S YT a2 = 1422 '

>1 x#0,yl <L

Eftersom ocksa

, . 14327

géller att f antar virden godtyckligt ndra 3 men ar < 3 pa hela omradet — storsta
varde saknas alltsa.

Svar (9): Funktionen f har ett minsta virde 1 pa bandet, som antas i alla
punkter (0,y) pa x-axeln, —1 <y < 1, dvs fuim = f(0,y) = 1. Funktionen saknar
storsta virde pa bandet.




