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5B1215 Matematiska metoder for ME, del 1:
Komplexa funktioner

Anm: Lésningarna ar mer kortfattade &n vad inlamnade tentamenslésningar bér vara. Manga enkla
rakningar uteldmnats.

1. Direkta rakningar ger svaren
gradU = 3r?sin®f e, + 2r’sinf cos § ey,

div grad U = 107 sin” § + 4r cos® § = 2r(2 + 3sin®);
och rot grad U = 0 for alla skaléarfalt U.

2. Man kan antingen integrera direkt eller anvianda Stokes sats. Med Stokes far man att
berdkna linjeintegralen av F' langs

2 2:4
6Sz{x Ty ’
z=1,

som parametriseras av

T = 2cost,
= 2sint,
z =1,

dar 0 <t < 27 och vixer i omloppsriktningen. Alltsa,
r(t) = (2cost,2sint, 1)

vilket ger

//rotF-ndS: F -dr
s as
27

= / (2sint - (—2sint) + 2cost + 0)dt = —4.
0

3. Ekvationen —AU = p blir i sfariska koordinater, och vid endast radiellt beroende,

Detta ger

dar A och B ar godtyckliga konstanter.



4. a) Réikningarna foérenklas om man anvinder att 2sinz cosz = sin2z. Man far d&
omedelbart att

Pu  0%u
— + == =0.
ox?  Oy?
b) Cauchy-Riemanns ekvationer for v ger forst att
@ — _@ — _2€2ysin2:p
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varav

v =e* cos 2z + C(y),
0
a—Z = 2e* cos 27 + C'(y).

Detta ska & andra sidan vara = %% = 2e% cos 2z, vilket ger C’(y) = 0, dvs. C(y) = C
(konstant). Alltsa blir
v(x,y) = e* cos 2z + C.

c¢) Véljer vi C' = 0 far vi

f(z) = e sin 2z + ie?Y cos 2x = - - - = je 27,

5. Vi noterar forst att punkten z = 3 ligger pa cirkeln och att z = 1 och 4 (samt t.ex. z = o
och 5) ar spegelpunktspar.

a) Man ser omedelbart (genom inséttning) att bildkurvan blir cirkeln
|w| = 6.

b) Punkterna z = 3, 1 och 4 avbildas p& w = 0o, —6 resp. 12. Det foljer att bildkurvan &r
den réta linjen

Rew = 3.

¢) Punkterna z = 3, 1 och 4 avbildas p&4 w = 6, co resp. 4. Det foljer att bildkurvan ar
cirkeln
|lw—4| = 2.

6. a) Man finner (en enkel utrékning i cylinderkoordinater) att rot v = 0 utanfoér z-axeln.
Alltsa har v en skaldr potential i varje enkelt sammanhidngande delomrade av omradet
utanfor z-axeln.

b) Likasé finner man att div v = 0 utanfor z-axeln. Av detta foljer att v en vektorpotential
utanfor z-axeln. (Nagot enkelt sammanhéngande delomrade behovs ej hér.)

c¢) Enligt a) och b) finns skalarfalt ¢ och vektorfilt A s& att v = grad ¢ = rot A. ¢ ar
lattast att bestdimma: sétter man upp ekvationerna fér komponenterna (i
cylinderkoordinater) sa finner man snabbt potentialen

d(p,p,2) = +C,

dar C' godtycklig konstant. Har &r ¢ &r den poldra vinkeln, som vixer med 27 d& man
gar runt z-axeln. For att fa en enkelvird potential maste man alltsi vilja ett



definitionsomrade som inte innehéaller hela varv runt z-axeln, exempelvis omradet
definierat av 0 < ¢ < 27.

Vektorpotentialen A &r svarare att berikna (generellt sett), och blir langt ifran
entydigt bestdmd. I det aktuella fallet kan man dock pa olika sdtt rdkna sig fram till

A(ﬂ?@az) = _lnpez +Ba
dar B ar ett godtyckligt vektorfilt med rot B = 0, t.ex. B = 0.

7. Man kan integrera direkt eller anvinda Stokes sats. Om man integrerar direkt s& férsvinner
f genom att

27 27
d
/ (f(t)cost + f'(t)sint)dt = / a(f(t) sint)dt = 0.
0 0
Om man vill anvanda Stokes sats sa raknar man forst ut att
rot A = (0,0,2z — 1),

speciellt att rot A ar parallell med e.. Integrationskurvan gar ett varv runt cylindern
22 + 9% = 1, och man kan se den som randkurvan till en yta som bestar dels av ett
horisonellt snitt genom cylindern, t.ex.

S: 2=0, 22+y*<1,

dels av ett ytstycke M beldget pa4 mantelytan av cylindern. Stokes sats ger da

/A-dr://rotA-ndS+// rot A - ndS.

c s M

—//rotA-ndS+O—// (2z — 1) dedy = —m.
S r24y2<1

8. a) Med
7 = (uv cos w, uv sin w, %(u2 —v?))
fas or
50 = (vcosw,vsinw,u),
@ = (ucosw,usinw, —v),
o

% = (—wwsinw, uv cosw, 0).
w

Man kontrollerar 14tt att dessa vektorer ar ortogonala.

b) Likasé finner man litt att skalfaktorerna (lingderna av ovanstéende vektorer) blir

hy, = Vu?+v2, h, =vVu®>+v% h, =uv,

vilket ger
V COS W vsinw u )
eu - M b b
Vu? + 02 Vud 4+ 02 Vu? + o?
U COS W U SIn w v
€y

VR 02 \/u2+02’_\/u2+v2)
e, = (—sinw, cosw, 0)



10.

¢) Man finner (t.ex. genom att anvinda att A, = A - e, osv.) att

uvu? + v? vvVu? + v?
A= 5 e, + 9 €y

a) Ekvationen blir e** = 1, varav
1 1
z= Zlogl = Z(O + 2min) = nm,
n godtyckligt heltal.
b) Ekvationen blir e?'"? = —1, varav

1 1 | (2n + )i
z=—Ilog(—1) = E(O +i(m +27mn)) = RO

n godtyckligt heltal.

a) Forst kan man notera att
cos z = cos x coshy — ¢ sin x sinh y.

Pa L, ar darmed w = cos z = — cosh g, dvs. ar reellt och vixer fran —oo till —1 da man
gar langs L, s& att omradet D ligger till vanster (y avtar).

Pa Lo blir w = cos x, som véxer fran —1 till +1 lédngs reella axeln d& Lo orienteras pa
motsvarande sétt.

P& L, slutligen, &r w = cosh y, dvs. &r reellt och vixer fran +1 till +oo.

b) Den orienterade randen till D utgors av (i ordning) Ly, Lo och L, riktade s& att D
ligger till vanster. Den avbildas enligt a) pé realaxeln i w-planet med dess vanliga
positiva riktning. Det foljer att D avbildas pa omradet som ligger till vinster om
realaxeln, dvs. 6vre halvplanet H. Ytterligare analys (som ligger utanfér vad som kravs
i uppgiften) visar att w = cos z avbildar D en-entyding pd H och att avbildningen &r
overallt konform (dvs. att derivatan av cos z aldrig &r lika med noll i D; detta foljer i
och for sig av svaret pa uppgift 9 a)).

¢) Man kan anvidnda Poissons integralformel eller gora en ansats av typen
V(u,v) = Aarg (w + 1) + Barg (w — 1) + C,

dar A, B och C ar konstanter. V' ar da harmonisk, och V uppfyller randvillkoren om
(och endast om)
Am+ Br +C =5,

Brn+C =4,
C=1.
Detta ger
1 3 1 1 3 —1
V(u,v) = —arg (w+ 1) + —arg (w — 1) + 1 = —arccot Ut + Zarceot & + 1.
T T T v T

d) Losningen fas genom att fora 6ver ovanstdende 16sning V' till z-planet med hjalp av
w = cos z. Detta ger

U(z,y) = V(u,v) = V(cosz coshy, —sin z sinh y)

1 cosrcoshy+1 3 cosxcoshy — 1
= —arccot - - + —arccot - - + 1.
7 —sinx sinhy T —sinx sinh y




