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SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner for ME

e Tillatna hjalpmedel: Formelsamlingen BETA samt "isskrapan" (inplastad bricka med vektor-
formler utgiven av Teoretisk Elektroteknik/Alfvénlaboratoriet).

e Tentamen bestar av tva delar. De fem uppgifterna pa del 1 svarar mot de 5 modulerna
i kursen och bedoms pa skalan godkéint/underként. For godkéint resultat pad kursen krévs
godkint resultat pa minst 4 av de 5 modulerna. Den som redan har godkint resultat pa
en viss modul genom kontrollskrivning/inlamningsuppgift ska ej losa motsvarande uppgift
nedan.

Del 2 av tentamen bestar av fem uppgifter omfattande totalt 20 poang. Godkéant resultat pa
5 moduler (i stéllet for 4) ger 2 extrapodng.

Tentamensskrivning, del 1.

1. [MODUL 1] Ett skalarfalt U ges i sfariska koordinater av
Ul(r,0,p) = r’sin 6.
Berédkna

a) grad U,
b) rotgrad U,
c) divgrad U.

Svaren ska ges i sfariska koordinater.

2. [IMODUL 2] Berdkna flodesintegralen

//rotF-ndS,
s

F=ye,+z2e,+ e,

dar F' ar vektorfaltet

och ytan S definieras av
S: z=5-—2>—y rP+yf<4

Enhetsnormalvektorn n ar riktad s att den har positiv z-komponent.



3. [MODUL 3| Ett gasmoln i rymden har, uttryckt i sfariska koordinater (7,6, @) och for r > 1,

tatheten
6

0(7’)25-

Gravitationsfiltet som alstras av gasmolnet har en potential U som uppfyller Poissons
ekvation

—AU = p.

Bestam alla sfariskt symmetriska 16sningar U = U(r) till denna ekvation for r > 1.
4. [IMODUL 4] En reellvird funktion u = u(x,y) ar given av
u=2e*sinx cosz

a) Visa att u 4r harmonisk.

b) Bestdm en harmoniskt konjugerad funktion till u, dvs. en harmonisk funktion
v =v(x,y) sddan att f(z) = u + v &r analytisk som funktion av z = = + iy.

c) Uttryck den analytiska funktion f(z) som fas fram i b) som en funktion enbart av
variabeln z.

5. [MODUL 5] Bestdm bilden av cirkeln
|z — 5| =2
under féljande tre Mobiustransformationer

2)

12
w =
z—5
b)
12
w = ,
z—3
c)
12
w =




Tentamensskrivning, del 2 (SF1649). Obs: Uppgifterna star inte i svarighetsordning.

6. (4p) Hastighetsfiltet v fran en virvel langs z-axeln ges i cylinderkoordinater (p, ¢, z), och utanfor
z-axeln, av

V=—e€
@
p

Undersok om v har, i nadgon del av rummet,

a) en skaldr potential;
b) en vektorpotential.

c) Bestdm minst en av de potentialer som existerar och ange lampligt definitionsomrade
for den. (Minst en av potentialerna i a) och b) finns alltsa.)

7. (4p) Berikna linjeintegralen av vektorfaltet
A= (y+2m,2°+2,9)
langs den slutna kurva som i parameterform ges av
r(t) = (cost,sint, f(t)), 0<t <27,

Hér &r f dr en godtycklig kontinuerlig funktion sadan att f(0) = f(2n).
Svaret pa uppgiften kommer inte att bero pa4 f. Om du inte klarar att 16sa uppgiften for

godtyckligt f, 16s den da for f(t) = cos®t. (2p)

8. (4p) Ett kroklinjigt koordinatsystem (u,v,w) definieras for u,v > 0 och 0 < w < 27 genom

T = uv cosw,
Yy = uvsinw,

Z = %(UQ - UQ)?

dar (z,y, z) ar de vanliga kartesiska koordinaterna.

a) Visa att (u,v,w) bildar ett ortogonalt koordinatsystem.
b) Bestam tillhorande skalfaktorer h,, h,, h, och enhetsbasvektorer e,, e,, €,.

c) Ett vektorfalt A ges i kartesiska koordinater av
A=ze,+ye, +ze,.

Uttryck A i de nya koordinaterna, dvs. bestam komponenterna A,, A,, A, (som
funktioner av u, v, w) i framstéllningen A = A, e, + A, e, + A, €.



9. (2p) Bestam alla l6sningar z € C' till f6ljande tva ekvationer.

a)

sinz = 0.

b)
1
14— =0.
+ o

(Hér definieras 2° som e*'"2.)

10. (6p) Den komplexa funktionen w = cos z &r analytisk i hela komplexa planet.
a) Undersok hur cos z avbildar foljande tre linjer:
Li={z=x+4+iy:zc=m y=>0}
Ly={z=x+iy:m<z<2m y=0},
Ly={z=x+iy:a2=2mr, y=>0}
b) Anvénd resultatet i a) for att dra slutsatsen att w = cos z avbildar omradet
D={z=z+iy:m<x<2m y>0}
konformt pé 6vre halvplanet
H={w=u+iv:v >0}
c) Bestam en harmonisk funktion V = V' (u,v) i H som har randvéirdena

5, u<-—1,
V(u,0) =<4, —-1<u<l,
1, u>1.

d) Bestdm en 16sning U = U(x, y) till f6ljande Dirichletproblem i D:

o*U  0*U
S 4+——=0iD
Ox? + Oy? tE
) pé Ll,
U= 4 pé Lg,

LYCKA TILL!



