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SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner for ME

Anm: Loésningarna ar mer kortfattade d&n vad inlamnade tentamenslésningar bor vara. Manga enkla
rakningar uteldmnats.

1. a) Gradienten till 7" i punkten (1,1,1) blir (3,6, 2). Denna vektor har langd 7 varfér den

sokta enhetsvektorn blir 1

:?(

b) Det som efterfragas &r derivatan % oL (r(t)), dér 7 = r(t) uppfyller r(0) = (1,1, 1),
r'(0) = (2,1, —2) (¢ tiden). Kedjeregeln ger att svaret blir

3,6,2).

(3,6,2) - (2,1,-2) = 8.

2. Vi skriver
r(u,v) = (u, 2uv, u* — v?),

varav

or
—_— = 1
" (1,20, 2u),
or
2u, —2
0 = (0, 2u, —2v),
or 8r

30 < By = (—4(u® +v?), 20, 2u),

F(r(u,v)) = (1, —u, 2uv).

Eftersom x-komponenten fér kryssprodukten ovan ar negativ sa blir

//F ndS = — // —u, 2uv) - (—4(u* +v?), 20, 2u) dudv = - - - = 74.

3. Vektorfiltet ar reguldrt i cylindern, sa vi kan anvinda Gauss sats. Med hjélp av vilkinda
formler i cylinderkoordinater fas

div F' = p(3 4 sin p),

// F~ndS:///diVFdV

ov v
1 o 2

:/ pdp/ dgp/ p(3+siny)dz = -+ = 4.
0 0 0

varav



4. En enkel rakning ger vid handen att Av = 0. Realdelen u till den s6kta analytiska
funktionen ska, tillsammans med v, uppfylla Cauchy-Riemanns ekvationer. Dessa blir

% = 2x + e¥ cosy,
g—Z = —(2y + e*siny).

Férsta ekvationen ger att u(z,y) = 2° + e® cosy + A(y), A(y) en tillsvidare okind funktion.
Derivering av detta med avseende pa y och jamforelse med den andra ekvationen ger att
A'(y) = =2y, varav A(y) = —y*> + B, B konstant. Alltsa far vi

u(z,y) = 2° +e“cosy — 3> + B,
f(2) = u(z,y) +iv(z,y) = 22 — y* + 2izy + e“(cosy +isiny) + B = 2> + e* + B.

5. a) Eftersom L har ekvationen z = y sé inses latt att spegelpunkten till 3 + 44 ar 4 + 3i.
Man kan kontrollera detta t.ex. genom att konstatera att den rata linjen fran 3 + 44 till
4 + 37 skdr L under rat vinkel, och att skidrningspunkten delar linjen i tva lika delar
(mittpunkten %(3 +4i+ (4 + 3i)) ligger pa L).
b) Avbildningen maéste bli en Mébiustransformation. Om punkten z = 3 + 44, som tillhor
H, ska avbildas pad w = 0 (D:s medelpunkt) sd maste spegelpunkten z = 4 + 3i
avbildas pa w = oco. Detta ger att

_ AT (34 41)
2 — (44 39)
for nagot k # 0. Satter vi in t.ex. z = 0, som ligger pd L = OH, s& ska bildpunkten
ligga p& 0D, dvs. uppfylla |w| = 2. Detta ger
0 — (3 + 44)

2:|w|:|k||0—(4+3@‘)

| = Ikl

Varje sadant k duger, alltsa blir £ = 2¢', a ett godtyckligt reellt tal. Det allminnaste
svaret blir darmed

6. Svaren blir

a) grad(a-r)=a
b) div(a xr) =0
c) rot(a x r) =2a
Om man inte gillar nablakalkyl sa dr det bara att sénderdela a i komponenter, sig

a = (ay, ay,a,), direkt anvinda definitionerna av grad, div, rot och sedan forsoka sitta
ihop allting pé& slutet s& att man inte ser de enskilda komponenterna.

7. a) F blir, atminstone lokalt, konservativt utanfér z-axeln (som &r singulér for F') om
rot F' = 0. Berdkning av rotationen i sfariska koordinater ger att

1 —Arsingp  2rsing
tF =
o e T ey

r2sin 6
vilket = 0 om och endast om A = 2. For detta virde pa A &r F' alltsa lokalt
konservativt. Att F' ocksé ar globalt konservativt kommer att visa sig i b).

)reg,



b) For A =2 har F alltsi en skalar potential, A&tminstone lokalt. Med hjalp av en sddan
kan alla linjeintegraler 14tt berdknas. Vi bestammer en potential genom att 16sa

grad U = F'. Detta blir
ou 2r cos

or T (14122
10U _
vao =0,
19U __ sin ¢

r2sinf dp  r(1+r2)sinf"

Forsta ekvationen ger
coS ¢

_1 + 2 +f(9790)7

varefter den andra ekvationen ger att "integrationskonstanten" f (6, ¢) bara kan bero pa
©, och den tredje ekvationen visar till slut att f inte kan bero pa ¢ heller, sa& f = C, en
konstant. Vi véljer C' = 0 varvid

CoSs

U=-—"5%
1+ 72

Denna potential ar vildefinierad 6verallt (utanfor z-axeln), s F' ar verkligen
konservativt d4 A = 2. (Vad som &r viktigt har ar att U ar 27-periodisk som funktion
av ; detta gor att U kommer tillbaka till samma virde ndr man gar ett varv runt
z-axeln.)

Den sokta integralen blir nu
Q

/ F-dr=UQ)-UP)=--=—.
P

a) Vi skriver
r(u,v,w) = (u* — v*, 2uv cos w, 2uv sin w),

varvid P
r
— = (2u.2 2v sl
B (2u, 2v cos w, 2v sin w),
0
or _ (—2v, 2u cos w, 2u sin w),
ov
or
o (0, —2uw sin w, 2v cos w)

Man verifierar omedelbart att

or 87‘_87" 67‘_67‘ or

o2 T

ou dv  Ou Ow v Jw ’
vilket visar att koordinatsystemet &r ortogonalt.

b) Skalfaktorerna &r

ou
or
hy = |—| = = 2V u? + v?,
ov
0
hy = |£ = =2,

och forsta enhetsvektorn

o — 1 or iy U V COS W v sinw
T heOu VLR VR VR




10.

c) For & = ®(u) fas

1 1

AP = —( (2\/ u? 4+ 022U ——— a(I))%—OjLO) = ————(ud'(u)).

Suv(u? +v2) "0

mau

Detta = 0 om och endast om u®’(u) = A (A konstant), vilket ger svaret

du(u? + v?)

O(u) =Alnu+ B,
A och B godtyckliga konstanter.

a) Om man sitter ¢t = ¢'* i definitionen av cos z s blir ekvationen cosz = 0 en
andragradsekvation i ¢, som latt 16ses. Detta leder till svaret

i
zZ = = nm
2 )

dar n genomlGper alla heltal.

b) Detta foljer 14tt fran definitionen av tan z (bade téljare och ndmnare byter tecken da z
okar med ).

c) Med t = e* blir ekvationen w = tan z en andragradsekvation i ¢, vilken Litt 16ses och
leder till formeln

Ly 14w
_m T
d) Derivering av ovanstéende uttryck ger
darctanw  dz 1
dw dw 14 w?

a) Man kan borja med att flytta (t.ex.) hornet z = —1 till origo och hérnet z = 3 till
oandligheten med en Md&bius, z — w;. Enklaste valet ar

z+1

z—3

wy =

Man finner da att D avbildas pa tredje kvadranten i w;-planet. For att gora detta
kvartsplan till ett halvplan kvadrerar vi, och vi hamnar da, som det visar sig, just i det
ovre halvplanet H. Den sokta avbildningen ar alltsa

z+1 )2

z2—3""

w:wf:(

(Aven andra korrekta svar finns.)

b) Om vi skriver, i termer av ovanstdende konforma avbildning, U(z) = V(w), sa ska
V(w) losa Laplaces ekvation i H med randvéirden V' = 3 pa positiva realaxeln (som &r
bilden av den raka delen av dD) och V' = 4 p4 negativa realaxeln (bilden av den
cirkuldra delen av 0D). Allt detta leder till

1
V(w) =3+ ;Argw, we H,

dar Arg w betecknar principalgrenen av argumentfunktionen, som (bl.a.) uppfyller
0 <Argw < 7 for w € H. I termer av denna har vi allts&
z+1

3> '

U(z) =3+ Arg(



Det aterstar att skriva detta U som funktion av x och y. Fér z € D har vi konstaterat
att w; = % ligger i tredje kvadranten. De fortsatta rakningarna underlattas (visar det
sig) om man arbetar med —w, istéllet for wy; vi har w = w? = (—w;)?, och férdelen
med —w; ir att det ligger i forsta kvadranten. Detta gor att Arg (—w1)? = 2Arg (—wy).
(Alternativt anvinder man att Argw? = 2Argw,; + 27 for w; i tredje kvadranten.)

Med w = u+iv € H (dvs. v > 0) har vi

u
Argw = arccot —
v

for den gren av arccot som tar virden mellan noll och 7. Darmed fas

2 z+1 2 (z+1)(z—3)
U=3+—Arg(— =34+ -Arg(———FF—F——=
+ A (—Ty) =3+ A (- o5 )

2 4—(z—1)? —y* + diy 2 4—(z—1)%—y?

=3+ -A =34+ - t :
+7r rg (m—3)2+y2 —|—7rarcco 1y



