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SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner for ME

e Tillatna hjalpmedel: Formelsamlingen BETA samt inplastad bricka med vektorformler (utgi-
ven av Teoretisk Elektroteknik/Alfvénlaboratoriet).

e Tentamen bestar av tva delar. De fem uppgifterna pa del 1 svarar mot de 5 modulerna
i kursen och bedéms pa skalan godként/underkdnt. For godkiant resultat pa kursen kravs
godkéint resultat p&4 minst 4 av de 5 modulerna. Den som redan har godkant resultat pa
en viss modul genom kontrollskrivning/inldmningsuppgift ska ej lésa motsvarande uppgift
nedan.

For hogre betyg an godkéant kréavs insatser pa del 2 av tentamen, som bestar av fem uppgifter
som var och en bedoms pé skalan 0-4 poiang. Godként resultat pad 5 moduler (i stillet for 4)
ger 2 extrapoang.

Tentamensskrivning, del 1

1. [MODUL 1]
Vi befinner oss i punkten (1,1,1) i ett rum dar temperaturen ges av skalarfaltet

T = 4dayz + y° — x2°%

a) I vilken riktning 6kar temperaturen snabbast? Svara med att ange enhetsvektorn i den
efterfragade riktningen.
b) Om vi ror oss med hastigheten v = (2,1, —2) fran punkten (1, 1,1), med vilken
hastighet 6kar /minskar da temperaturen?
2. [IMODUL 2]

En yta S ar parametriserad av
T =u,
Yy = 2uv,
2z =u? — 2,

diar 0 < u < 2, 0 <wv < 3. Berdkna flédesintegralen

//F-ndS,
S

F=(1—-xzvy)

och riktningen hos n bestdms av att dess z-komponent ar positiv.



3. [MODUL 3]
Ett vektorfilt ges i cylinderkoordinater (p, ¢, 2) av

F =) e, +zpsinpe,.
Beridkna flodet av F' ut ur den cylinder V' som i kartesiska koordinater definieras av

e +y? <1,
0<z<2.

4. [MODUL 4]

Visa att funktionen
v(z,y) = 2zy + e“siny

ar harmonisk (uppfyller Laplaces ekvation). Konstruera darefter en analytisk funktion som
har v som imaginardel. Svara med den analytiska funktionen skriven pa formen w = f(z),
diar w =u +iv, 2 = x + 1y.

5. [MODUL 5]

Lat H vara halvplanet
H: Rez<Imz.

Randen till H utgors av den réta linjen
L: Rez=Imz.

a) Bestam spegelpunkten, med avseende pa linjen L, till punkten z = 3 + 4i.

b) Bestdm en konform avbildning av halvplanet H pé cirkelskivan
D: |w| <2

sddan att punkten z = 3 4 44 avbildas pa w = 0.



Tentamensskrivning, del 2 (SF1649, 2008-12-19)

6 Lat a vara en konstant vektor och r = (z,y, z) ortsvektorn. Berdkna, med hjilp av
nablakalkyl eller p&4 annat satt,

a) grad (a - 1)
b) div(a x r)

c) rot (a x r)
Svaren far innehalla vektorn a.
7 Ett vektorfalt ges i sfariska koordinater (r, 0, p) av

_ Arcose sin

F=——5e+——F——e€,
(14 1r2)2 © r(1+r?)siné G

dar A ar en konstant.

a) Bestam ett viarde pad A sd att F' blir konservativt.

b) Berikna, for detta virde pa A, linjeintegralen

Q
/ F -dr
P

langs en godtycklig kurva fran punkten P till punkten (), dar P och () ges av

P =1,0=—=,¢0=0
r 9 3790 Y

2
Q r:2,9——§,¢ T

8 Ett kroklinjigt koordinatsystem (u,v,w) definieras genom

r =u?— 2

Y = 2uv cosw,

z = 2uvsinw,
dar u,v > 0,0 <w < 27

a) Visa att koordinatsystemet ar ortogonalt.
b) Bestam skalfaktorerna h,, h,, h, samt enhetsvektorn e,.

c) Bestam alla 16sningar till Laplaces ekvation AP = 0 (ekvivalent, div grad & = 0) som
bara beror pd u, dvs som &r pé formen ¢ = ®(u).

sin

9 Funktionen w = tan z = 22 &r analytisk 6verallt utom i de punkter dér cos z = 0.

a) Bestam alla nollstéllen till cos z i komplexa planet.

b) Bevisa att tan z har period 7: tan(z 4+ 7) = tan z.



c) Eftersom w = tan z &r periodisk, och darmed tar samma vérden flera génger, kan den
inte ha nagon enkelvird invers definierad i hela komplexa planet. Men den har &nda en
mangtydig invers, z = arctan w, fran vilken man kan véilja ut enkelviarda grenar i olika
delar av komplexa planet. Harled en formel for arctan w som bara innehéaller rationella
funktioner och logaritmer. (En saddan formel finns i BETA, men den ska hérledas.)
Utga fran definitionerna av sin z och cos z i termer av exponentialfunktionen.

d) Hérled den vélkinda formeln for derivatan av arctan w, antingen genom att anvinda
formeln som erhélls i ¢) (varvid man far anvénda alla vanliga deriveringsregler plus att
diz log z = %), eller genom att berdkna derivatan av tan z och anvinda att funktionerna
tan och arctan &r varandras inverser.

10 L&t D vara halvcirkelomradet
D: |z—1]<2,Imz>0.

a) Bestam en konform avbildning av D pa évre halvplanet

H: Imw>0.
b) Los Laplaces ekvation,

0*U  0*U

et o =0,

ox?  0y?

i D med foljande randvarden pa 0D:

)3 =1 <2,Imz=0
4, |z—1]=2,Imz> 0.

?

(Punkterna z = —1 och z = 3 p& dD behdver man inte bry sig om.)

LYCKA TILL!



