KTH Matematik
Olle Stormark

Tentamen i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CMIEL 2009-12—-17, kl. 14.00-19.00.

e Hjédlpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dér ¢ = 1,2,3) far au-
tomatiskt full podng pa tal .

e Betygsgrinser: 24-26 podng ger betyget A, 21-23 podng ger betyget B,
18-20 poéng ger betyget C, 15-17 poéng ger betyget D och 12-14 poéng
ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poang sa far du betyget Fx och har da mdojlighet att
gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre &n 11
poéng ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall férses med utférliga och tyd-
liga 16sningar! Bristande lasbarhet medfér poangavdrag!!

1. Vektorfaltet

_ (_ya Zz, O)
x? +y?

ar véaldefinierat utanfér z-axeln. Lat C vara cirkeln C = {(z,y,2) €
R3: 22 +y? = R?, 2 = 2z}, dér 29 och R > 0 dr konstanter. Beriikna
linjeintegralen

7{ F -dr,

c

déar C genomldps ett varv i positiv led runt z-axeln. (3p)

2. Beriikna flodet av vektorfiltet v = (sin(yz),cos(zz2), 2?) genom struten
S ={(r,y,2) € R3: 22 =22+ 9% 0 < 2z <1}, dir S ér orienterad med en
utatriktad normal. (3p)

3. Berdkna samtliga nollstéllen till den komplexa funktionen w = cos z, dar
z =+ iy. (3p)

4. Héarled formeln

rot (F x G) = (G -grad )F — (F - grad )G + FdivG — Gdiv F.

Led’l’LZ"I’Lg.‘ €ijk€klm = 5il5jm — 5im5jl- (3p)



5. Lat C vara den positivt orienterade randkurvan till en yta .S med enhets-
normalen 7. Visa att

7.

j{rxdr:Q//ﬁdS,
c s

dar r = ortsvektorn = (z1, z2, x3).

Ledning: Récker att visa att ¢:te komponenterna ar lika for ¢ = 1,2, 3:

ei~7{rxd7“:2ei-//ﬁd5’.
c s

Observera ocksa att a - (b x ¢) =c-(a x b). (4p)

Lat p, ¢, z vara cylinderkoordinater och lat A = V2 vara Laplaceopera-
torn. Avgor for vilka heltal n som

A(p"e,) =0 da p>0.

Ledning: AF = grad div F' — rot rot F. (3p)

(a)

Lat D vara enhetsskivan uppslitsad ldngs negativa reella axeln, det
vill siga D = {z € C: |z| < 1,—7 < arg z < 7}. Bestém en konform
avbildning av D pa forsta kvadranten {w € C: Rew > 0,Imw > 0}
i w-planet. (2p)

Los Dirichletproblemet

A6=0 iD,
p=1 pa cirkelperiferin {z € C: |z| =1, —7 < argz < 7},
¢=0 pa ovan- och undersidan av slitsen, det vill sdga pa
{z €C: |z| < 1,argz = 7}, respektive {z € C:
|z| < 1,argz = —m}.

I svaret behover man inte uttrycka Rew och Imw med hjilp av
x =Rezoch y =Imz. (1p)

Bestim potentialen mellan cylindrarna {(x,y, z) € R®: 22442 < Ry}
och {(z,y,2) € R®: 22 + y? < Ry}, dir Ry < Ry, om potentialen
pa den inre cylindern ar konstant lika med ¢; och pa den yttre &r
konstant lika med ¢s. (2p)

Motsvarande problem d& den inre cylindern ges av {(z,y, z) € R3:

(r — 1)2 + y? = 1} (dir potentialen = ¢;) och den stdrre ges av
{(z,y,2) € R®: 22 + y? = 9} (dér potentialen = ¢9) kan aterforas
pa problemet i (a) genom att man avbildar omradet mellan cirklarna
{(z —1)? +y? = 1} och {22 + y? = 9} konformt pa omradet mellan
tva cirklar med medelpunkt i origo. Hérled en sadan avbildning samt
bestdm radierna for bildcirklarna. (2p)



