KTH Matematik
Olle Stormark

Tentamen i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE 2010-05-28, kl. 14.00-19.00.

e Hjilpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dar ¢ = 1,2,3) far
automatiskt full poéng pa tal 7.

e Betygsgranser: 24-26 poang ger betyget A, 21-23 poéang ger betyget
B, 18-20 poéang ger betyget C, 15-17 poéang ger betyget D och 12-14
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poang sa far du betyget Fx och har da mdojlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre
an 11 poang ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga och
tydliga losningar! Bristande lasbarhet medfor poangavdrag!!

1. Forklara varfor

div(F x G)=rotF -G — F -rot G. (3p)

2. Lat F = (y(1+22),2(1 + 2%),2(1 + y?)), lat ¥ = {(x,y,2) € R3: 22 +
v+ =12z > 0} och lat n vara den enhetsnormal for ¥ som &r
riktad bort fran origo. Beriakna flodesintegralen

// rot F' - ndS.
b

LEDNING: Kan man byta ¥ mot en enklare yta? (3p)
3. Lat u(x,y) = e *(zsiny — ycosy).

(a) Visa att u(x,y) ar harmonisk. (1p)
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(b) Hérled en funktion v(z,y) som gor att funktionen f = u(x,y) +
iv(z,y) blir komplext deriverbar. (1p)

(c) Uttryck f som en funktion av z = = + iy, sa att man till slut far

u(z,y) = Re f(z). (1p)

. Lat Q vara en 6ppen sammanhingande mangd i R? med randytan 992,
och lat n vara den utatriktade enhetsnormalen for 0€2. Forklara varfor

// andS:///rothV,
Gl9) Q

for varje snallt vektorfalt F'.

LEDNING: Récker att visa att c-(véinsterledet) = c-(hogerledet) for en
godtycklig konstant vektor e. Det kan ocksa vara lampligt att anvanda
resultatet i uppgift 1. (3p)

. En konstant elektrisk stom som flyter genom en ledare langs z-axeln
alstrar ett magnetfalt som ar proportionellt mot det falt B som i cylin-
derkoordinaterna p, ¢ och z ges av

1
B=- €yp-
p
(a) Visa att div B = 0 utanfor z-axeln. (1p)
(b) Visa att rot B = 0 utanfor z-axeln. (1p)

(c) Lat y vara spiralkurvan (p, ¢, z) = (¢,t,t), dar t: 0 — 2. Berdkna
linjeintegralen
/B- dr. (1p)
-

. En punktladdning i origo med laddningen ¢ coulomb ger upphov till
det elektriska faltet q

EFE=—r
r3

dér r = (z,y,2) och r = |r|. Lat Q vara en 6ppen sammanhéngande
mangd i R? med randytan 9 och lat n vara den utatriktade enhets-

normalen for 092. VISA f6ljande resultat betréiffande flodet av E ut
genom 0f2:

// E-ndS =0, om origo ligger utanfor €2 (1p)
onN
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// E -ndS =4mrq om origo ligger innanfor €2. (3p)
o

7. Berdkna den elektrostatiska potentialen V' mellan cylindrarna C; =
{(z,y,2) e R®: (x—1/2)*+y* = (1/2)?} och Cy = {(x,y,2) € R3: (z—
1)2+y*=1} om V &r = 0 pa C; och = 100 pa Cy (man far tanka sig
att det ar ett litet glapp mellan cylidrarna da (z,y) ~ (0,0)).

LEDNING: Eftersom en translation i z-led inte &ndrar nagonting, sa
ar detta ett 2-dimensionellt problem:

AV =0da (z —1/2)2 +y* > (1/2)? och (z — 1) + % < 1,
V=0da (z—1/2)*+y* = (1/2)?,
V =100da (x —1)2 + 3> = 1.
(3p)
8. Bestam en konform avbildning av cirkeltvahorningen Q@ = {z € C:

|z — 1] < 2 och |z + 1| < 2} pa enhetsskivan {w € C: |w| < 1} sa att
z = 0 avbildas pa w = 0. (4p)

Lycka till!
Olle.



