KTH Matematik
Olle Stormark

Losningsforslag till SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE och CMIEL 2010-08—-24, k1. 14.00—-19.00.

e Hjalpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dar i = 1,2,3) far
automatiskt full poing pa tal 7.

e Betygsgréinser: 24-26 poéang ger betyget A, 21-23 poéng ger betyget
B, 18-20 poang ger betyget C, 15-17 poang ger betyget D och 12-14
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poédng sa far du betyget Fx och har da mojlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre
an 11 poang ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga och
tydliga 16sningar! Bristande lidsbarhet medfor poangavdrag!!

1. Anvénd indexrakning for att visa formeln

ax(bxe)=(a-c)b—(a-b)ec. (3p)

Losning;:

[CL X (b X C)]Z = €ijk Qj (b X C)k = €k Aj €kim bl Cm
— (5i15jm - 6im6jl) Cijlcm = ajbicj - ajbjci
= (ajc;) bi — (ajbj) c; = (a - €)b; — (@ - b) ¢;
=lla-¢)b—(a-b)c|



. Verifiera att divergenssatsen

//({)QF-deS:///QdiVFdV

staimmer da F = (4xz, —y? yz) och Q &ar enhetskuben {(z,y,z) €
R:0<2<1,0<y<1,0<z<1} (3p)

Losning: Vi borjar med vénsterledet. 0€) bestar av 6 sidor, som vi
behandlar i tur och ordning.

framsidan:
r=1,F = —2 yz2), v =(1,0,0) = F - = 42 —
//F ndS = / / 4z dydz = 22]
y=0 J2=0
baksidan:

r=0,F=(0-y%y2),n=(-1,000—F-A=0=

/ F-ndS=0.

vanster sida:

y=0, F = (422,0,0), n=(0,-1,0) = F -n =0 =

/ F-ndS=0.

hoger sida:

y=1F=(4zz,-1,2),n=(0,1,0) = F -n=—-1—=

/ F.-ndS=—-

ovansidan:

, F = ( )y, n=(0,0,1) = F - -n=y—=

//F ndS = /xo/ygydxdy— [v2/2)y = 1/2.



undersidan:
z=0,F=(0,-4%0),n=(0,0-1)=—=F -n=0—=
/ F.-ndS=0.

Sa totalt fas

F-adsS=2-1+1/2=3/2.
oN

Sedan tittar vi pa hogerledet. divF =4z — 2y +y =4z —y =

1 1 g1 1 1
/// div FdV = / / / (4z — y) dedydz = / / [22% — yz]zié dxdy
Q o Jo Jo 0o Jo

1 1 1
=1
:/0 /0 (2 —y) dzdy :/0 2y — y* /2],y dz
1

= /0 3/2dx = 3/2.

. Berakna alla losningarna till ekvationen

tan z = 21,

och ange dem pa formen a + b, dir a,b € R. (3p)
Losning:

‘ le? —e® 4 . » , By
tanz =21 < ———— =21 <= ¥ —e ¥ =-2" -2 <=

) eZZ + e*ZZ
3" =~ = ¥ = —1/3 <= 2iz =log(—37")
=B H+i2n+Dr=i2n+ 1)1 —1In3 <
(n+ 1> n In3

z=Mn+=)m+1i—.

2 2

. Verifiera att Stokes’ sats

F-d’r:// rot F' - nndS
% )

stammer i det fall da F = (2x — y, —yz?, —y?2), ¥ = {(x,y,2) €
R?: 22 + y* 4+ 22 = 1, z > 0} med enhetsnormalen 7 riktad ut fran
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origo, och 0% = {(z,y,2) € R3: 2> + 4> = 1, 2 = 0} &ar positivt
orienterad med avseende pa xy-koordinaterna. (3p)

Losning: 0% parametriseras med (z,y, z) = (cos ¢, sin ¢, 0), varvid

F- dr = (2cos¢ —sin¢,0,0) - (—sin¢, cos ¢,0) do
= (sin®¢ — 2 cos ¢psin @) d¢ = (sin’¢ — sin 2¢) do

och foljaktligen

2
F.dr = / (sin®¢ — sin2¢)dp =7 — 0 = 7.
ox. 0

Vidare ar

e e, e,
rot F=1|0/0x 0/dy 0/0z| = (—2yz+2yz,0—0,0+1)=(0,0,1)
20—y —yz® —yz

och n = e, = {t.ex. enligt BETA} =---+ e, cosf, sa att rot F - i =
cos . Alltsa ar

//rotF ndsS = / / cos @ - sm@d@dgb—w/ sin 260 df
9 0 J¢=0 =0

/2
=5 [ cos 261 2(1 +1) =

. Lat Q C R3 ha volymen V', och 1at a vara en konstant vektor. Beridkna

integralen
// i X (a X r)dS,
o9

dar ©i ar den utatriktade enhetsnormalen och r betecknar ortsvektorn
(x17x27x3>' (4p)
LEDNING: Foljande variant av divergenssatsen finns i BETA:

/ Fx'fzdS:—// V x FdV.
o0 Q
Losning;:

//aQﬁx(axr)dSz—//BQ(axr)xﬁdS:///va(ax,r)dV
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V X (@ x r) fas snabbast med indexrékning. Eller pa féjande sétt:

€1 €2 €3
axr=|a a az|=(asr3— azTs,a3rT1 — a1T3,a1T2 — AxT1)
Tr1 T2 I3
och
€1 €o €3
Vx(axr)= 0/0x, 0/0x, 0/0x3

(a3 — 32 A3T1 — A1T3 A1T2 — G221

= (a1 + ay, as -+ as, as + a3) = 2a.

Déarmed blir

//mffzx(axr)dv—Za///QdV—2aV.

. I R? infors ett kroklinjigt koordinatsystem {u,v,w} genom sambanden

T =u,
Yy = ('UQ —’LU2)/2,
Z = 0Ww.

Hérled basvektorerna e,, e,, e, och skalfaktorerna h,, h,, h,, samt
visa att dessa basvektorer bildar ett ortonormerat hégersystem. Ange
ocksa hur divergensen av ett vektorfalt

F = (F,(u,v,w), Fy(u,v,w), Fy(u,v,w))
uttrycks i de nya koordinaterna. (3p)
Losning;:
dr = (dz,dy,dz) = (du,vdv — w dw,w dv + v dw)
=(1,0,0) du+ (0,v,w) dv + (0, —w, v) dw
(0,v,w) (0, —w, v)
=du(1,0,0) + Vv? + w? dv ———= + V12 + w? dw ——=
1:0,9) N Nz

= h,due, + h,dve,+ h,dwe,



med 0 0
e, = (1,0,0), e, = M7 €y = ﬂ
Vo

hy =1, hy = hy = V02 + w2,

Hérav foljer omedelbart att e, -e, = e, e, = e,-€e, = 0, det vill
saga att dessa enhetsvektorer ar inbordes ortogonala. Vidare ar

och

e e e
e X e — 1x oy ()Z _M_e
Lo v w VR rw?

VoZ+w?  VoZ4w?

sa att {ey, e,, e, } bildar ett hogersystem. Till slut &r

: 1 0 0 0
divF = W <%(hvthu) + %(huthv) + 8_w(huthw>>
1

_ 9k + (82(\/ vi4+w? F,) + ai(\/v2 + wQFw)> .
v w

ou v2 + w?

. Hirled en konform avbildning av Q = {z € C: Rez > 1, |2| < v/2} pa
ovre halvplanet {w € C: Im w > 0}. (3p)

Losning: Avbilda forst cirkeltvahorningen €2 pa ett vinkelomrade sa
att hornpunkterna 1 4+ ¢ och 1 — i hamnar pa oo respektive 0 (till
exempel) genom Mé&biusfunktionen

z—1+1
wy = ——.
z—1—1
Da &r wy(1) = —1 och vinkeln vid w; = 0 blir lika med vinkeln vid

hornpunkten z = 1 — ¢ som ar 7/4, eftersom triangeln med hornen 0,
1 och 1 — ¢ har vinkeln 7/4 vid 1 — i (och 0) och en radie alltid &r
vinkelrdt mot cirkelperiferin. Bilden blir ddrmed vinkelomradet {w; €
C: 3r/4 < argw; < 7}.

Vrid sedan detta med vinkeln —37/4:

—i3m/4

Wy = € w1

for att fa vinkelomradet {0 < argw, < 7/4}.
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Till slut multiplicerar vi vinkeln 7/4 med 4 genom

N\ 4
o z—1+1
w=w;=e " w = e
z—1—1

och far {w € C: 0 < argw < 7w} = 6vre w-halvplanet.
. Los foljande randvérdesproblem for Laplaces ekvation:

0? 0?
a_xgjLa_yg:OiQ:{(x,y)€R2rx2+y2<1a3/>0}v
g=10da 2> +y* =1 och y > 0,

g=0da —1<z<1lochy=0,

samt verifiera att den funna losningen verkligen satisfierar randvillko-
remn. (4p)

Losning: Vi forenklar problemet genom att utnyttja att Laplaces ek-
vation bevaras under konforma avbildningar.

Om z = —1 skickas till w; = 0 och z = 1 skickas till w; = oo med

Mobiusfunktionen
z+1

z—1
sa blir bildomradet lika med 3:e kvadranten i w;-planet eftersom w; (0)=

—1 och vinkeln vid z = —1 bevaras. Sedan fas forsta kvadranten genom
att vrida med —m:

w, =

z+1 1+ 2
w=e Tw =— = .
! z—1 1—=2

Med w = u+iv fas ddrmed féljande randvérdesproblem i (u, v)-planet:

Ag=0dau>0ochv>0
g=10da u =0,
g=0dav=0

med den uppenbara l6sningen

2 20 v
g=10-— argw = — arctan —.
s s u



Eftersom

: 142z (I4z)+iy (1—xz)+1y
u+w=w= = 2. :
l—2z (1—-2)—iy (1—2)+iy

C1-a2t -yt 20y

(1—2)*+y°

sa blir
v 2y
u 1 — a2 — g2

och
(z,1) 20 ; 2y
= — arctan ————.
glz,y 7Tacal_gﬁ_yQ

Kontroll av randvardena:

2
y>Oochx2+y2Véxermot1:>T2y_yQ—>+oo:>
20
g—>—-z:10;
T2

20
yavtarmot 0 =—= g — —-0=0":
s

STAMMER!



