KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CMIEL 2010-12-13, k1. 14.00-19.00.

e Hjalpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dar i = 1,2,3) far
automatiskt full poing pa tal 7.

e Betygsgréinser: 24-26 poéang ger betyget A, 21-23 poéng ger betyget
B, 18-20 poang ger betyget C, 15-17 poang ger betyget D och 12-14
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poédng sa far du betyget Fx och har da mojlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre
an 11 poang ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga och
tydliga 16sningar! Bristande lidsbarhet medfor poangavdrag!!

1. Visa forst att vektorfaltet F' = e™* (yz,xz,zy) ar konservativt, och
berakna sedan linjeintegralen

(1,1,1)
/ F.dr. (3p)
(

0,0,0)

Losning: Man ser litt att F' = grad ¢ med ¢ = e™¥*, sa att

(1,1,1) (1,1,1) (1,1,1)
/ F-d’r:/ grad(b-d’r:/ do
(0,0,0) (0,0,0) (0,0,0)

= ¢(1,1,1) — ¢(0,0,0) = e — 1.



2. Lat F = (1,0,2), X ={(z,y,2) e R®*: 2+ (y — 1)* + 22 =1, 2 > 0},
och lat n vara den enhetsnormal till ¥ som har en positiv z-komponent.

Berakna flédesintegralen
/ / F-#ds. (3p)
)

Losning: Sitt Q = {(z,y,2) e R3: 2+ (y —1)2+ 22 < 1, 2 > 0} och
S = {(z,y,2) € R®: 2?4 (y—1)2+2% < 1, 2 = 0}. Dadr 90 = LU,
och enligt Gauss ar

J[ Fenas= [[Feadss [[ poaas— [[] avrav
00 s . Q

1 4
divF =1= /// div F' dV = volymen av halvklotet {2 = 5 ?ﬁ 13
Q
=27/3. Pa ¥* dr F = (1,0,0) och nn = (0,0,—1), sa F -7 = 0, och
dérmed blir [[;,, = 0. Sa tillsammans fas

//F-ﬁdSzQw/S.
b

3. Visa att u(z,y) = 22(1 — y) satisfierar Laplaces ekvation, och hérled
sedan en deriverbar komplex funktion f(z) som uppfyller Re f(z) =

u(z,y). (3p)
Losning: Man ser latt att 0%u/0z* = 0*u/0y* = 0, sa Au = 0. Den
s6kta funktionen f(z) = u(z,y) +iv(z,y) fas sedan genom att 16sa ut

v ur CR-ekvationerna:

O /Oy = Ou/dxr =2 — 2y = v =2y — y* + g(x);

O/0r =g (z) = —0u/dy =20 = g=2"+C=v=2y —y* +2°+C.
Darmed blir

fz)=u+iv=22—2wy+i-2y—i-y*>+i 2> +iC
= 2(x +iy) + i (2® + i - 22y + (iy)?) +iC = 2z + i2° +iC.

4. Divergenssatsen sager att

J| poaas= [[[ avrav



(a) Anvénd denna for att visa foljande variant:

//aQFxﬁdS:—///QrothV. (3p)

LEDNING: Skalarmultiplicera med en konstant vektor.
Losning: Lat a vara en godtycklig konstant vektor. Da blir

a-//aQFxﬁ,dS:{a-(Fxﬁ,) =n-(a x F)}

://m(axF)-ﬁdS:///Qdiv(axF)dV
Har ar

le Cl X F Z ax (Z €ijk CLij> = Zaj . (Z €ijk %)
jk ‘ ’

i,k

:;aj(_zeﬂk ) Zaj (ot F);

ik
= —a-rot F.

a-// FxﬁdS:—a-///rothV;
o0 Q

sant for alla a =

/ Fxﬁ,dS:—///rothV.
a0 Q

(b) Lat Q = {(z,9,2) ER*: 0< 2 <1,0<y<1,0< 2z <1}

Sa

Berakna
// r X ndS. (1p)
o0
Losning;:
€1 €2 €3
rotr = 8/81:1 8/8;1:2 0/0x3| =0
T3

:>// rxndS——///rotrdV:O.
a0



5. I Cartesiska koordinater anvinds de konstanta basvektorerna e; =

(1,0,0), e = (0,1,0) och e3 = (0,0,1). Det &ar da naturligt att
definiera Laplaceoperatorn A verkande pa vektorfalt genom

3 3
=1

i=1

(a) Visa att

A = grad div — rotrot (*)
i det Cartesiska fallet.
LEDNING: 3% €% €im = 6:10im — Gim0i1. (2p)
Losning;:
(rotrot F) Z 0 (VxF) Z 0 Z 0 F,
= ) €k =) Cijkn— D Chimy—Fm
! , Jk@xj F ‘ ik Ox; M ox;
Jik 3,k I,m
0*F, 0*F,
_ i | T ST (6000 — G 5
Z <Z€Jl~c€kl ) B, 0, Z( 105 Jl)&xjaxl
Jlm k 7,lm

2 270 . 2
oy (Ln ey o son (s,
- Ox;0x; Ox;0x; Ox; - Ox; - Ox;
= (V(V-F)); — AF; = rotrot F = V(V-F) — AF

=— A = grad div — rot rot.

(b) Hogerledet i (*) &r koordinatoberoende, och dérfor kan (*) tas som
definition av A verkande pa vektorfalt i det allméanna fallet.

Lat r, 8 och ¢ vara sfariska koordinater. Berédkna

A€¢. (1p>



Losning;:

1
divey = p aagb(r 1) =0 = graddive, = 0;
1 e, reg rsinfe, 1
wote, =~ |ojor 9jop 006 | = e, e,
r*sin 0 0 rsinf-1 " "
e, T e rsind e,

—> rot rote, = d/or  0/06 0/0¢

%
sin 0 cot@/r —r-1/r 0
1 —d(cotf)/df 1
T, r € = r2sin’ 6 €
Sa
Ae, — __16
° 7 rrgin2g ”

6. Lat Q vara ett omrade i R® med randytan 9. Antag att funktionen
¢ ar konstant = C pa 02 och att vektorfaltet F ar divergensfritt:

div F' = 0. Berédkna
/// grad ¢ - F dV. (3p)

Losning: Eftersom V - (¢pF) =V¢-F +¢V-F =V¢-F, sa blir

//QV¢-F dV://QV-<¢F)dV:{Gauss}
://89¢F.ﬁdS:C~/éﬁp.ﬁdS:{Gaussigen}
:C-///mdideV:(),

7. Visa att

1 1
—~ ) == da |s|=1lochz#1 2
Re<1_2> 5 da |z| och z # (2p)
Losning: Mobiusfunktionen w = 1/(1 — z) skickar punkten z = 1
pa enhetscirkeln i z-planet till w = oo, och darmed blir bilden av
enhetscirkeln en rét linje. Eftersom w(—1) = 1/2, gar denna genom
w = 1/2. Reella z-axeln avbildas pa reella w-axeln, och vinkeln 7/2

5



mellan enhetscirkeln och reella z-axeln vid z = —1 bevaras, sa bildlinjen
blir ortogonal mot reella w-axeln vid w = 1/2. Och ges alltsa av
Rew = 1/2. Det vill séga,

1 1
R =—.
¢ (1 - z> 2
. Los Dirichletproblemet

Pp 0%

bt I 3 h
ax2+8y2 0 dax<OochO<y<m,
¢(x,0) =p(x,7) =0 daz <0,

#0,y)=1 da0<y<m,

och kontrollera sedan att den funna I6sningen verkligen satisfierar rand-
villkoren. (5p)

Losning: Vi avbildar f6rst omradet {z € C: Rez <0 och 0 < Imz <
7} pa ett enklare omrade med hjalp av en konform avbildning — varvid
Laplaces ekvation bevaras.

Borja med
wy = e°.

Horisontella linjen {z < 0, y = 0} avbildas da pa réta linjestycket {0 <
u; < 1, v; = 0}, vertikala linjen {z = 0,0 < y < 7} pa halvcirkeln
{u + v} = 1,v; > 0} och den horisontella linjen {z < 0,y = 7}
pa linjestycket {—1 < u; < 0, vy = 0}. Hérav foljer att bilden av
halvbandet blir 6vre halvan av enhetsskivan i wi-planet — det vill saga
en cirkeltvahorning.

Skicka harnast hornpunkten —1 till 0 och hornpunkten 1 till co med
hjalp av Mobiusfunktionen

w1+1_ez+1

Wo = = :
2 wy, — 1 er —1

Eftersom w; = 0 = wy = —1 ser man att randstycket {—1 < u; <

1, v; = 0} avbildas pa negativa reella wo-axeln. Da réta vinkeln vid

w; = —1 bevaras inser man att {u? + u3 = 1, v; > 0} avbildas pa

negativa imaginara ws-axeln — sa att bildomradet blir 3:e kvadranten
i wo-planet.



Denna kvadrant skickas darefter till den fosta kvadranten i w-planet
genom vridning med vinkeln —7:

1+ €7
1—e*

w=e s Wy = —Wo =

Vi har darmed avbildat det ursprungliga halvbandet i z-planet pa forsta
kvadranten i w-planet. Halvbandets randstycken motsvarar kvadran-
tens pa foljande sétt:

{r<0,y=0} o {l <u<oo,v=0}
{r<0,y=7} = {0<u<l,v=0}
{r=0,0<y<n}e={u=0,0<v< oo}

Detta betyder att vi far féljande Dirichletproblem i uv-planet:

Ap=0 dau>0,v>0,
é(u,0) =0 dawu>0,
#(0,v) =1 dawv>0.

En uppenbar 16sning till detta problem ar

2 2
¢(u,v) = —argw = — arctan E,
m 7r u

eftersom logw = In|w| + i argw &r komplext deriverbar da w # 0,
varfor imaginardelen arg w ar harmonisk utanfor origo.

Lat oss tillslut ga tillbaka till zy-variablerna:

2 . Im T
xr,y) = — arctan ————,
¢( y) T Re 1+e

1—e®
dar

l+e* 1+4+e"cosy+iesiny (1 —e“cosy)+ie”siny

1—e* 1—e"cosy—ie*siny (1—e*cosy)+iersiny

1 —e*cos?y — e2®siny +ie®siny(l+ e cosy + 1 — e® cosy)

1 —e* 44-2e%siny
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sa att

14e .
Im 55 _ 2€e"siny
Relte 1 22’

1—e?

Vi far alltsa foljande svar:

2 (267” sin y

¢(x,y) = — arctan daxz<0och0<y<m.
T 1—e?

Kontroll av randvardena:
y=0eller m = siny =0 = ¢(x,0) = ¢(z,7) = 0;

2
T/ 0=1-e"*\,0= ¢(1,y) — — arctanoco = 1.
i



