KTH Matematik
Olle Stormark

Tentamen i SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CMIEL 2010-12—-13, kl. 14.00-19.00.

e Hjidlpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godkédnt pa kontrollskrivning i (ddr ¢ = 1,2,3) far au-
tomatiskt full podng pa tal .

e Betygsgrinser: 24-26 poang ger betyget A, 21-23 podng ger betyget B,
18-20 poéng ger betyget C, 1517 poéng ger betyget D och 12-14 poéng
ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poang sa far du betyget Fx och har da mdojlighet att
gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre &n 11
poéng ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall férses med utférliga och tyd-
liga 16sningar! Bristande lidsbarhet medfor poiangavdrag!!

1. Visa forst att vektorfiltet F' = e*¥* (yz, xz, xy) ar konservativt, och berak-
na sedan linjeintegralen
(1,1,1)
/ F-dr. (3p)
(0,0,0)

2. Lat F = (1,0,2), & = {(z,y,2) € R3: 2% + (y — 1)2 + 22 =1, 2 > 0},
och lat 7n vara den enhetsnormal till 3 som har en positiv z-komponent.

Berakna flodesintegralen
/ / F.7ds, (3p)
by

3. Visa att u(z,y) = 2x(1—y) satisfierar Laplaces ekvation, och hérled sedan
en deriverbar komplex funktion f(z) som uppfyller Re f(2) = u(z,y). (3p)

4. Divergenssatsen sager att

//aQF-ﬁdS’:///QdideV.

(a) Anvénd denna for att visa foljande variant:

/mFxﬁdS:—///QrothV. (3p)

LEDNING: Skalédrmultiplicera med en konstant vektor.



(b) Lat Q= {(z,y,2) €eR3:0<2<1,0<y<1,0< 2 <1}. Beriikna

//émrxﬁds. (1p)

5. I Cartesiska koordinater anvéinds de konstanta basvektorerna e; =(1,0,0),
es = (0,1,0) och e3 = (0,0,1). Det ar da naturligt att definiera Laplace-
operatorn A verkande pa vektorfilt genom

3

3
AF = A <ZF161> = ZAFI €;.
i=1

i=1
(a) Visa att
A = grad div — rot rot (*)
i det Cartesiska fallet.
LEDNING: 22:1 €ijk €klm = 6,»l<5jm — 5im5jl- (2p)

(b) Hogerledet i (*) ar koordinatoberoende, och darfor kan (*) tas som
definition av A verkande pa vektorfalt i det allménna fallet.

Lat r, 8 och ¢ vara sfiriska koordinater. Berdkna
Aey. (1p)

6. Lat Q vara ett omrade i R? med randytan 0. Antag att funktionen ¢ #r
konstant = C pa 02 och att vektorfiltet F ar divergensfritt: divF = 0.

Berakna
/// grad ¢ - F dV. (3p)
Q
7. Visa att ) )
Re(1_2>2 da |z =1och z # 1. (2p)

8. Los Dirichletproblemet
9% 0%
oxr2 = 0y?
¢(z,0) = ¢(z,m) =0 daz <D0,
?0,y)=1 da0<y<m,

=0 daz<0och0O<y<m,

och kontrollera sedan att den funna losningen verkligen satisfierar randvill-
koren. (5p)

Lycka till!
Olle.



