KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE 2011-05-23, kl. 14.00-19.00.

e Hjilpmedel: Handboken BETA.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dar ¢ = 1,2,3) far
automatiskt full podng pa tal 7.

e Betygsgréinser: 24-26 poéang ger betyget A, 21-23 poéng ger betyget
B, 18-20 poang ger betyget C, 15-17 poang ger betyget D och 12-14
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poang sa far du betyget Fx och har da mdjlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre
an 11 poang ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga och
tydliga 16sningar! Bristande lidsbarhet medfor poangavdrag!!

1. Lat r = (x1, x9, x3) vara ortsvektorn, r = |r|, och lat A vara en positiv
konstant. Berakna

(a) div (rr), (1p)
(b) rot (r'r), (1p)
(c) rot (w x 7), dir w &r en konstant vektor. (1p)

Losning: (a) V- (r’r) = V(r?) - r +r* V.r, dér
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sa att V(r*) = \r*=2p, och V-r = V - (21, 29, 73) = 3. Dirmed blir
V@)= *2r r 407 3=\ +3)r\.

(b)
Vx@r)=Ve) xr+rmVxr

e €s €3
= A" x r+1*|0/021 0/0xy 0/Ox3) =0+ 0=0.
T T2 I3

€1 € €3
WXTr=|W Wy W3
r1 T2 I3

= (w2$3 — W3T2, W3T1 — W1T3,W1Ty — w2$1) —

€ €9 €3
VXx(wxr)=| 0/0x; 0/0x4 0/0x3

Woly — W3T2 W3T1 — W13 Wi1la — Waly

= (w1 —|—w1,w2 —|—(,(J2,(.d3 —I—w3) = 2w.

2. Lat ¥ vara cylindern {(z,y,2) € R3: 2% + y*> = 2az,0 < z < b},

dir a och b &r positiva tal, och 1lat F = (z,cos(2?),e?). Berikna
flodesintegralen
T= / / F -ndS,
2
dar enhetsnormalen 7v pekar ut fran cylinderns mittlinje. (3p)

Losning: 72 — 2az = (v — a)* — a®> = ¥ ges av

{(m—a>2+y2 — 2,

0<z<h.

Lat Q = {(z,9,2) €e R¥: (x —a)? +9?> < a®0 < 2z < b}. Med O =
Q:s ovansida {(z — a)*> + y* < a* 2z = b}, och U = Q:s undersida
{(x —a)* +y* <a* z=0} fas 90 =X UO U U, och

[, -wis= [ - e



sa att

:///dideV—//F-ﬁdS—/ F-ads,
by o U

divF =V - (z,co8(z%),e*) =1+ ¢* =

/// divFdV = //( _— (/0 (1+¢ )dz) dzdy

(b4 ¢e® —1) - (arean av en cirkelskiva med radien = a)
= (b + e’ —1) - ma?

Ovansidan: 7 = ((0,0,1),z=b=F-n=¢"-1= [[, F-nds =

el - ma?.

Undersidan: 7 = (0,0,-1),2=0= F-n=—-1= [[ F.nds=
—1-ma?.

Tillsammans:

—//F°’deS—7TCL2(b+€b—1—€b+1)—7Ta2b.
2

. Visa forst att
w=sinz < z=—ilog(iw+ (1 —w?)"?)

genom att 16sa ut z ur ekvationen w = sin z (snarare &n att lésa innan-
till i BETA), och ange sedan alla 16sningarna till ekvationen sin z = 10
pa formen a + ib. (3p)

Losning:

w=sinz = 2%,(6” —eTF) = - 2iw=0 <=
(%) —2iwe” —1=0 <= ¢ =iw+ (—w*+1)'/? =
iz = log(iw + (1 — w?))Y? «—= 2= —ilog(iw + V1 — w?).
For w =10 fas sinz = 10 <= z = arcsin 10, som alltsa ges av
arcsin 10 = —ilog(10i + (1 — 100)/2) = —ilog(i - (10 & v/99))
= —i (In(10 + V99) + i /2 + i - 27n)

- g+27m—iln(10j:\/99), diir n=0,£1,£2,....



In taget pa ekvationen (10 4 1/99)(10 — v/99) = 100 — 99 = 1 ger
In(10+v/99) +In(10 = v99) = 0 <= In(10 —v/99) = — In(10+v/99).
Darmed blir

arcsin 10 = g +2mn £ In(10 +v99), n=0,+1,+2 ...

4. (a) Hérled formeln
V- (FxG)=(VxF)-G—-F-(VxGQ). (2p)

(b) Partiella integrationen i envariabeln séger att

bq b d
/ %-gdw:[f-g]ﬁ—/a -

Visa foljande variant i 3 dimensioner:

[[[wir-ca= [[ #xcraass [[[ poca
(1p)

Losning;:
3
V- (FxG)= Zax (F x G); o, (quijGk>

3

Feline oz

i:jzkzl 1,7, k=1
3 3 3 3
0 0
=D <Z ekz’jg—xiFj> G — Z (Z Ejz'ka—xin> E,
k=1 \i,j=1 =1 \i,k=1

— (VX F)-G—(VxG)-F

(b)  Divergenssatsen —>

Jf 15 00-mas= [[] et v = o o)
Z///QrotF-GdV—//QF.rOtGdV

— vilket skulle visas.



5. Lat C vara en cirkel med radien R i planet
{(2,9,2) €R®: 20 +y+22 =T},

och lat F = (—z,x,y). Berdkna linjeintegralen

j{Fd'r,
c

dér omloppsriktningen ar godtycklig (sa att man far tva virden).
LEDNING: Stokes! (3p)

Losning: Lat D vara den cirkelskiva i planet som begransas av cirkeln
C. Enligt Stokes ar da

%F-dr:// rot F' - ndS,
c D

dar
e, ey e,
rot F' = |0/0x 0/0y 0/0z| = (1,—1,1)
—z x Yy
och (2,1,2) 1
=t 4 (2.1,2),
T VIr 144 3(212)
sa att
N 1 1
rot F o= (1,-1,1) - (j:g) (21,2)=+3(2-1+2) = =1

Darmed blir

]{F-dr—i// dS = +7R>.
C D

6. Vektorfaltet F' uttrycks i sfariska koordinater genom

cos

F——Qer dér%()
r

Lat Q vara en kropp i R®. Berikna det totala flodet av F ut genom
randytan 0€) da



(a) origo ligger utanfor €, (2p)
(b) origo &ar en inre punkt i 2. (2p)

Losning: Observera att

2
1 0(r FT)_,_...:igcos@:O da r # 0.

rZ2  Or r2 Or

divF =

(a)  Da origo ligger utanfor 2 ger divergenssatsen att

// F-ﬁ,dS:///dideV:O.
89 Q

(b) Vilj e > 0 sa litet att bollen B, = {(z,y,2) € R3: 22 +¢*+ 2% < ¢}
ligger inuti €, och satt Q* = Q\ B.. Da ar

0:/// divdV:/ F-#ds
Q* o0+
:// F-ﬁdSJr/ F(—#)dS,
o0 0B,

dar det senare 71 ar den utatriktade enhetsnormalen for 0B,, som ar mi-
nus den utatriktade enhetsnormalen pa 0B, sett fran 2*:s perspektiv.

Alltsa ar
// F.-ndS = F.-ndsS.
a0 OB,

Pa OB, arr = ¢, i = e, och F « A = cos /¢, varfor

s 2 0 T
// F-ﬁdS:/ / = ~628in6d9dq§:27r/ cos fsin 6§ df
9B =0 Jp=0 € 0

=T [sinQG]g = 0.

. Bestdm bilden av cirkelskivan {z € C: |z — 2| < 1} under f6ljande
avbildningar:

(a) w=3iz, (1p)
(b) w=(z-2)/(z-1), (1p)
(¢) w=1/z. (1p)



Losning: (a) w=3iz <= z=w/3i, sa att

|w — 6i

|z—2|<1<:>’%—2’<1<:> <1 = |w—6i| <3

det vill saga cirkelskivan med medelpunkt i w = 6¢ och radien =3.

(b)  w = (2 —2)/(z — 1) & en Mobiusavbildning dér z = 1 skickas
till w = oo, sa att randcirkeln {|z — 2| = 1} avbildas pa en rét linje.
Da w(3) = 1/2 gar denna genom w = 1/2. Vinklar och reella axeln
bevaras = rata vinkeln mot reella axeln vid z = 3 Overgar i en réit
vinkel mot reella axeln vid w = 1/2, varfor var rita linje ges av Rew =
1/2. Eftersom den inre punkten z = 2 skickas till w = 0 ser vi att

bildomradet blir halvplanet {w € C: Rew < 1/2}.
(c) w=1/z <= z=1/w,sa med w = u+ v fas

1
|z —2| <1 <= ‘——2 <l <= 2w-1| < |w| ==
w

(u—1)2+ 40 <u? + 0 = 4? —du+1+4° <u®+0° =
4
3u? —du+ 14302 <0 — 3(u2—§u)—|—1+3v3<0 —

3((u—2/3)—4/9) +1+30° <0 < 3(u—2/3)>+30" < 1/3 <

2y’ < 2 2 = 202
u— = v = w—=| < =.
3 3 3 3
. Bestdm en reell funktion ¢(z,y), definierad pa den slutna enhetsskivan
{(z,y) € R?: 2* + y* < 1}, som uppfyller Laplaces ekvation i det inre:

2 2
%+g—y§f=o da 22 + 4% < 1,
och som pa randcirkeln {(z,y) € R?: 2? + y* = 1} antar foljande
varden:
1 daxz>0,y>0,
p=4¢2 dax<0,y>0,
0 day<O.

Kontrollera sedan att din 16sning ¢(x,y) verkligen uppfyller randvill-
koren. (4p)



Losning: Borja till exempel med att skicka z = 1 till 0 och z = —1
till oo med en Mobius:

z—1
YT
Da wy(i) = --- = i ser vi att randcirkeln avbildas pa den réta linjen
{Rew = 0} genom 0 och i. Och da den inre punkten z = 0 skickas
till w = —1 foljer det att enhetsskivan avbildas pa vanstra halvplanet
{Rew < 0}. Lat oss vrida detta med vinkeln —m/2 :
w=e""?w, = —jw, = —i 21

sa att bilden i w-planet blir Imw > 0.

Genom att titta pa vart randfunktionens diskontinuitetspunkter z =
—1, z = 0 och z = i hamnar sa ser vi att vi far féljande problem i
w-planet = uwv-planet:

2 2
%+%:O da v > 0,
och
0 da u <0,
o(u,0) =<1 da0<u<l,
2 da u > 1.

Men detta ar ett standardp.roblem med den valkanda l6sningen

1 1
o(u,v) - arg(w ) - arg w

1 u—1 1 U

= 2 — —arccot — —arccot —,

s v s v

dar

-1 -1 ' 1) —1

wtiv = —iZ G )+§y,($+) 1y
z4+1 (x+1) 4y (x+1)—1y

_x2—1—|—y2+2iy_ 2y B T

T T e @ rg @y
det vill saga
2y
BECESVERT
1—$2—y2

(x +1)2 492

8



och

u 2y
Pl p
u—1 2y—(z+1P2—y* 20y—ac—1)+(1—2"—y?
v 1—a2—y2 N 1—a2—192
_Ay—e=b oy
1—a2—9?

Alltsa blir

1—a2—y?

1 2y
— —arccot ————.
T 1—a2—q2

o(z,y) =2 — %arccot (M + 1)

Kontroll av randvardena:
Observera forst att

t — oo = arccott — 0,
t — —oo0 = arccott — 7.

(1) 2*+y* /1daz>0,y>0:

= arccot (...) — m,
2y

1 —a?—y?

— % >2-1-0=2:0K!

(2) 22+y? /1dax <0,y >0: Hir ar y —x — 1 > 0, vilket betyder
att 5 )
arccot (% + 1) — 0,
saatt 9 —2—0—0=2: OK!
(3) 2249* /1ddy<0: Hirdry—a—1<0, och

2
y < 0 = arccot . A — T,
1—a2—1y2

y>0= — +00 = arccot (...) — 0,

varfor - 2 —-1—1=0: OK!!



