KTH Matematik
Olle Stormark

Losning till SF1649 Vektoranalys och komplexa funktioner
for CELTE och CMIEL 2011-08-23, kl. 14.00-19.00.

e Hjilpmedel: Handboken BETA och TET:s inplastade formelblad.

e Du som har fatt godként pa kontrollskrivning ¢ (dar ¢ = 1,2,3) far
automatiskt full podng pa tal 7.

e Betygsgrinser: 24-26 poéang ger betyget A, 21-23 poéng ger betyget
B, 18-20 poang ger betyget C, 15-17 poang ger betyget D och 12-14
poang ger betyget E.

e Om du har fatt 11 poédng sa far du betyget Fx och har da mojlighet
att gora en kompletteringstentamen. Kontakta Olle i sa fall. Mindre
an 11 poang ger betyget F = underkant.

e Samtliga behandlade uppgifter skall forses med utforliga och
tydliga 16sningar! Bristande lidsbarhet medfor poangavdrag!!

1. Harled formeln
F xrotG+ G xrot F =grad (F - G) — (G -grad )F — (F - grad )G

med hjalp av indexrakning.
LEDNING: >0, €it€him = 0adjm — Oimdji- (3p)

Losning;:

[F X 1ot G]z = ZEZJ’CFJ(V X G)k

ik

d oG,

= Z €ije L Z lema—lem = Z (Z Eijkeklm) Fja—xl
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= ;(5iz5jm — 5im5jl>Fja—xl = ZJ: (Ffa_g;i — I} 833]-) ;



om man hér later F' och G byta plats samt adderar resultaten sa far
man

[F x rot G + G x rot F;
0G, OF; 0G, OF;
= r— ) Tt G
Z( 7 Oz, TG oz, T 0x; G]é?xj)

= Z 8% (F;G,) — (F-V)G; — (G-V)F;

= [grad (F-G)— (F-grad )G — (G- grad ) F|,
for i = 1,2,3 = klart!

CLat Q = {(z,y,2) € R®: 0 < 2 < 1,y> + 22 < 1}, och lat F =
(22%,y, z + x). Berakna flodesintegralen

~[[ Fenas
o9

(dar 7 pekar ut ur ) pa tva sétt:

(a) med divergenssatsen, (1p)
(b) direkt. (2p)
Losning:

()
divF:4x+1+1:>I:///dideV
Q

—2// (/ 2x+1)da:) dydz:Q// [2? + 2§ dydz
y2+22<1 =0 y2+22<1
= // dydz =4 -7 -1* = 47.

y2+22<1

(b> Mcmtelytan {(x7y72> c RS: 0 S T S 17 y2 + ,22 _ 1}
= (x7y72) - (x,cos(b,SiIl(b) e

or Or €z €y €-
ndsS = i— a—d xdp =41 0 0 | dxdo
¢ 0 —sing coso

= +(0, — cos ¢, — sin ¢) dxd;



7 pekar utat = ndS = (0, cos ¢, sin ¢) drdp —>
F -ndS = (2207 cos ¢,sin ¢ + z) - (0, cos ¢, sin ¢) dzdp = (1 + x sin ¢) dzde

2m
=>// F-ndS = / dx - / d¢+/ xdac-/ sin ¢ do
mantelytan »=0 =0 ¢=0

=1-274+0=2m.

Sidan {(z,y,2) eR3>: z =1,y + 22 < 1}:
A= (1,0,0) = F-iv=(2,...,...) - (1,0,0) = 2 —>
/ F.-fds=2-7-1*=2r.

&Wm{@Wﬂ)GR*xz&y”+¥§1P

—(1,0,0) = F - =(0,...,...)+(=1,0,0) =0

=>//F findS = 0.

Sa totalt fas 7 = 27 + 27 = 4.
3. Berikna alla varden som |(1 + 4)*"!| antar. (3p)
Losning:
(14 4)2 = @+ log(1+) _ o(2+0)(In(21/2 ) i /dti-2mn)
_ 62-% In 2—7/4—2mn+i(1 In 2+ /24+47n)
— || =2 e /ATIm g /AT2m gy — 0 41,42,

4. Lat F = (—,0,2x + 2).

(a) Visa att F' har en vektorpotential A (det vill siga F' = rot A),
som kan berdknas genom ansatsen A = (0, 4,,0). (1p)

(b) Lat X = {(z,y,2) € R®: 2 = 1+ (2 + ¢y* — 1), 2? +y* < 1}
Berakna flodesintegralen

/ F -ndS,
)

dar enhetsnormalen 7fi har en positiv z-komponent. (2p)
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Losning: (a)

e, ey e.
F =(—2,0,2zx+z2) =10t A= |0/0x 0/0y 0/0z
0 A, 0

0A,/0z = x,

= (—0A,/0z,0,0A,/0r) <~
( /02 v/0) {8Ay/8x:2x+z.

Férsta ekvationen = A, = zz + f(z,y); insatt i den andra fas

0A, of B o
e —z—l—ax(w,y)—QaH—z — f=x"+g(y).

For att gora det enkelt for oss véljer vi g(y) = 0, och far A, = 2* + z2
samt A = (0, 2% + x2,0).

(b)
//F-ﬁdS://rotA-ﬁ,dS: A-dr,
b b D))

dar 0¥ = {(z,y,2) € R*: 2>+ y* =1, z = 1} (ELLER HUR?). Pa 0%
ar r = (cos ¢,sin ¢, 1), sa

A-dr = (0, cos’¢-+cos ¢-1,0)-(—sin ¢, cos ¢,0) dp = (cos®*p+cos?¢) de,

och

2 o
A-dr :/ cos® dgb+/ cos® do.
o% $=0 $=0
Ritar man forst grafen av cos ¢ och sedan grafen av cos®¢ genom att
upphdja till 3, sa kan man inte undga att se att de positiva respek-
tive negativa bitarna av fo27T cos®d¢p TAR UT VARANDRA, sa denna
integral blir = 0. Darmed blir

2
//F-'ﬁ,dS— A-d’r—/ cos’pde = .
b o% 0

. Man infér kroklinjiga koordinater {u,v,w} (dar v > 0, v > 0 och
0 <w < 27) genom

2

r=(2,9,2) = (u* —v?, 2uv cosw, 2uv sinw).



(a) Bestdm motsvarande basvektorer e,, e, och e,,, samt visa att de
(i denna ordning) bildar ett ortonormalt hégersystem. (2p)

(b) Berdkna en 16sning till Laplaces ekvation A¢ = 0, som bara beror
pa u — det vill siga ¢ = ¢(u). (1p)
Losning: (a)

dr = @du—l— ﬁdv+ a—rdw = (2u, 2v cosw, 2vsinw) du

- Ou ov ow

+ (—2v, 2u cos w, 2u sinw) dv + (0, —2uw sin w, 2uv cos w) dw

= Vu2 + 02 - (u,vcosw,vsinw) du
N

(—v,ucosw, usinw)
+ Vu?+ 2. dv
Vu? + v?

+ uv - (0, — sinw, cos w) dw
= hy,e,du+ h,e,dv+ hy, e, dw,

dar h, = h, = Vu? + v2, h,, = uv och

( (u, v cosw,vsinw)

e, —
b VuZ + 02

_ (—v,ucosw,usinw)
o Ere

[ ew = (0, —sinw, cosw).

Man ser omedelbart att dessa ar inbérdes ortogonala. Och

1 e, e, e,
ey Xey=——-|UuU vCeosw v sinw
us + v .
—v wcosw wusinw
1 2 2\ o 2 2
= ———— (0, —(v* + ") sinw, (u” + v*) cosw)
u2 o2 ’

= (0, — sinw, cosw) = + e,, = hogersystem.

(b) BETA =

N N S S
“ "~ huhohy Ou \ hy Ou)  (u?+v2)uv Ou “ou )
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Sa

AqS:O(:»i( @>:O<:>

du udu

do dp A

A o

udu — du U
¢=Alnu+ B,

dar A och B ar godtyckliga konstanter.

. Vektorfatet F' ges i sfariska koordinater av

F = (2rcos20 — cos ) e, — (2rsin 20 — sin 0) ey.

I:/F-dr
c

ar oberoende av vagen, samt berdkna Z da C gar fran O = origo till
den punkt P vars Cartesiska koordinater ar (2,0, 0). (3p)

Visa att linjeintegralen

Losning: Vi soker en potentialfunktion U, som alltsa uppfyller

ou 10U 1 oU
F=gradU =—e, + - — — ey.
gradt/ or et r 00 €+ rsinf 0¢ o
Detta ger
(
— = 2rcos 20 — cos 6,
or
oU 9 . .
%——27“ sin 20 + rsin 0,
ou
— =0.
[ 00

Sista ekvationen visar att U = U(r, 0), varpa den forsta ger att
U(r,0) = r?cos 20 — rcos 6 + g(6);
detta insatt i den andra —

—2r2sin20—|—rsin0+g/(9) = —2r%sin20 4+ rsinf = g =C =



kan ta U = 12 cos 20 — rcosf. Sa

I:/OPF-dr:/PdU:U(P)—U(O).

0
[Péarr=20=m/2och¢=0, varfor

I:4cos7r—2cosg—0:—4.

. Bestdm en konform avbildning w = f(2) av D, = {z € C: |z| < 2
och 0 < arg z < 7/2} pa enhetsskivan D,, = {w € C: |w| < 1} sa att
punkten P, = 1 + ¢ avbildas pa punkten P, = 0. (4p)

Losning: Man maste naturligtvis rita figurer. Har ar en hjalp till
ritandet.

(1) wy = z/2 = omradet D; = {|Juy| < 1,0 < argw; < 7/2 och
punkten P, = (14 1)/2.

(2)  Kvadrera: wy = wi = (2/2)* for att fa {Jws| < 1, 0 < argwy < 7}
— det vill séiga en cirkeltvahorning — och Py = i/2.

(3)  Skicka tvahorningens horn till co respektive 0 med en Mobius:
we —1  (2/2)2 -1
W3 = = .
wa+ 1 (2/2)2+1

we = 0 = w3 = —1 och wy = 1 = w3 = ¢ visar att bilden blir 2:a
kvadranten: D3 = {7/2 < argws < 7w} och
Ci2—1 344
STi2+1 T 5

(4)  Vrid sedan med —7/2 for att fa 1:a kvadranten:

imje 22 —4

Wy = € w3——zw3——222—+4.
Da blir .
D4:{0<argw4<7r/2}ochP4:4—232.

(5)  Kvadrera for att fa 6vre halvplanet:

9 22— 4\?
Ws =W = 22+ 4 —
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D5 = 6vre halvplanet och P5 = (7 + 241)/25.

(6) Standardavbildningen pa enhetsskivan bestar i att man skickar
Ps till w = 0 och spegelpunkten P; till w = oo med

2
) 24 7+24i
7+244 —( 2 — ==
ws — =2 2aN\2 746
25 2214 25

_25(22 —4) 4 (T +24i) (22 4 4)
©25(22 — 4)2 + (7 — 24i) (224 4)2°

. Bestdm en reell funktion ¢(z,y) som satisfierar Laplaces ekvation i
omradet

D={(r,y) eR*: 2* + (y+1)* <2 och 2° + (y — 1)* < 2}

och som antar foljande varden pa D:s rand:

4
¢p=2daz?+ (y—1)>=2o0ch y <0. (4p)

{¢:5déx2+(y+1)2:2ochy>0,
Lo6sning: D ar en cirkeltvahorning, och darfor skickar vi hornpunkten

2z = —11till oo och 2 =1 till 0 med en Mobius:
z—1

w; = ——

1 Z+1’

sa att cirkelbagarna avbildas pa réta linjer utgaende fran w; = 0.

Enkel geometri visar att vinklarna mellan cirkelbagarna och reella axeln
vid hérnen ar 7 /4, varpa vinkelbevarandet medfor att bildomradet blir
{w; € C: 31/4 < argw, < br/4}.

Alternativt kan man sétta in cirkelbagarnas mittpunkter i uttrycket for

wi.
-1+t

z=4i(V2-1) = wy = 7

vilket bekraftar resultatet ovan.

Eftersom det ar trevligare att befinna sig i hogra halvplanet vrider vi

med vinkeln 7:
1—2z

1+ =2

w=e"Tw = —w; =

bl



och far da omradet {w € C: — 7 /4 < argw < 7/4}.
Mobius ar konform, och bevarar darfor Laplaces ekvation. Med w =

u + v far vi féljande problem i uv-planet:

Ap=0da —u<v<wuochu>D0,
¢=2dav=u,
¢ =>5dav=—u.

Ansatsen ¢ = A argw+ B uppfyller Laplaces ekvation, och pa rénderna
fas

2=A4-2+B,
5:A~<—%)+B,

varur det foljer att A = —6/m och B = 7/2. Alltsa blir

6 7
¢o=—— ar(:tan2 + -,

T u 2
dar
1— 1—2x2)—1
U+ =w= z:( x) Z,y:...
1+2z (I42x)+ay
L=y L, %
(z+1)0*+y* (z+1)2+y?
v 2y
u 1— a2 —y?
sa att svaret blir
6 2y 7
- — tap ——<2 4+ =
olay) = - avctan —— +
Kontroll av randvardena:
(1) x2+(y+1)2:2<:>x2+y2:1_2y<:>Q—yZQ_y
1—a?2—y2 2y
2 6 7
learctanTg_w:arctanlz%:gb:;.%_l_ﬁ 5;



2 2
2) 2+ (y—1)2=2 <= 2+’ =142y — Y Y
1—22—y —2y
2
=-1= arctanTg_yz = arctan(—l) = —% —
6 ™ 7
=—— -4+ =-=2.
¢ T 4+2
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