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//F'ndS,
Y

dir F = (x —e¥, y—sin z, 2) och ytan Y ges av ekvation 22 = 22+ 32, 0 < z < 1.
Normalen till Y viljs sa att den har positivt z-komponent.

1. Raikna ut flédesintegral

Losning. Ekvationen 22 = 22 + 9%, 0 < 2 < 1 ger oss en del av koniska ytan
kring z-axeln som &r inte en sluten yta. Vi tillsatter till ytan Y det “6vre locket”
Y; d v s cirkelskivan 22 4+ y? < 1 i planet z = 1 och betecknar den erhélna slutna
ytan med S. Vi observerar att valet av normalen med positiv z-komponent pa
ytan Y innebéar att normalen pé den slutna ytan S pekar inat och normalen till
“locket” Y] skall vara (0,0, —1). Enligt divergenssats, har vi

//F ndS+// F-ndS=- /// divF dz dy dz,
Y1

dar K ar den koniska kroppen som begrénsas av den slutna ytan S.

Vi har divF = 3 och hogerledet av sista formeln blir
1
—3Vol(K) = -3 - §7T12 =—

Ytintegralen 6ver “locket” ar

// F~ndS:// —zdxdy:—// ldxdy = —Area(Y;) = —.
Y x2442<1 x2442<1

Detta ger oss
//F-ndS—ﬂ:—w
Y

//F-ndS:O.
Yy

2.  Harled formeln m h av indexrakning

och vi far

curl (r x F) = =2F + rdiv(F) — (r - V)F.
Har F ar ndgot vektorfilt och r = (x4, x9, 23) ar ortvektorn.
Ledning: €;x€x1m = 0:i10jm — 0im0ji-

Losning. Vi har

[curl (r x F)]; = [V x (r x F)]; = € ai_j

0
Ez]keklmam (l"zF ) = (6il(5jm - 5im5jl)%
J J

0
(I‘ X F) Ewkamj (EklmLElF ) =
0 0 0

(xl m) axj (ajl ]) 8$] (‘CE] 1)



(Ip) 4.

(2p)

ox;

Nu uttnytjar vi sambandet 5% = 0;; i forsta termen och sambandet 9z —
J

ox;
i andra termen (trean uppstir eftersom derivatan 1 upprepas tre ginger vid
summering). Vi far d&

OF; OF; )

Beviset ar klart!

(a) For vilket viirde pa parametern a #r funktionen u(z,y) = 22 + zy + ay® reel
del av en funktion f(z), 2 = x + iy som ar komplex deriverbar?

(b) Bestdm funktionen f(z) (uttryckt i z) for sddant a.

Lo6sning.

(a) u(x,y) ar reel del av en funktion f(z), 2 = x + iy som ar komplex deriverbar
om u uppfyller Laplaces ekvation Au = 0. Vi har

0? 0?
Au = @(:ﬁ + xy + ay?) + a—y2(3:2 + 2y + ay®) = 2 + 2a.
Detta blir 0 om a = —1.

(b) Vi soker funktionen f i form f(z) = u(x,y) + iv(x,y). Funktionen v skall
uppfylla Cauchy-Riemanns ekvationer:

CL U o 0ol
or oy 0% oy o 7

Integrering av dn foérsta ekvation ger
v(z,y) = —a*/2+ 2y + C(y),

dar C(y) ar nagon funktion beroende endast pa y. Inséttning av detta till den
andra ekvationen ger oss
204+ C'(y) =2z +y

varav C(y) = y*>/2+ D, diar D &dr nigon reel konstant. Vi har v(z,y) = —2?/2 +
22y +y?/2 + D och

f(2) =2+ oy —y* +i(—2?/2 4+ 22y + y*/2) +iD =
= [2° — y* + 2izy] —i/2 - [2* — y* + 2ixy] +iD = (1 —i/2)2* +iD.

(a) For vilket varde pa parametern b ar vektorfaltet
F = (3 + 42z, 20y — 2°, —3yz* + ba?)

konservativt?

(b) For sadant virde b bestdm linjeintegralen

/F-dr,
c



(3p) 5.

dar C ar nagon linje fran punkten (1,0, 1) till punkten (0, —1,1).

Lo6sning.

(a) Vi soker potentialen till vektorfaltet d v s en funktion g(z,y, z) sddan att

gg—y + 4xz;
g—Qxy—z
29:—33/,2 + ba?.

Den forsta ekvationen ger oss
g(z,y,2) = 2y’ + 222 + C(y, 2),

dar C'(y, z) ar ndgon funktion som beror endast pa y och z. Inséttningen till den
andra ekvationen ger oss

oC
20y + — =22y — 2
dy

varav C(y, z) = —yz3 + D(2) och g(x,y,2) = zy* + 22°2 — yz* + D(z). Till slut,
insattningen till den tredje ekvationen ger oss

22° — 3yz* + D'(2) = —3y2* + ba?,
eller (2 — b)z? = —D’(z). Den ekvation kan uppfyllas endast om b = 2 och
D'(z) =0d vs D(z) = D = Const.

(b) Linjeintegralen ar (0, —1,1) — g(1,0,1), dér g(z,y) = zy® + 22°2 —y2° + D
ar potentialen till vektorfltet upphittad i (a). Svaret blir 1 — 2 = —1.

Vektorfiltet F ges av formeln F = R3ep + R? cos ¢ ey i cylindriska koordinater
R, ¢, z. Réakna ut flodet av vektorfaltet F' ut ur enhetssfaren

Pyt <L

Losning. Vi anvinder oss av Gauss sats och rdknar utflédet som integralen av
div F' 6ver enhetsklotet. Divergens i cylinderkoordinater ar

10 10 0
EE(R FR)+}_%8_¢F¢+ —F..

Vi har Fp = R3, Fy = R?cos ¢, F, = 0 vilket ger divF = 4R? — Rsin ¢.

Enhetsklotet 22 + 3% + 22 < 1 i cylinderkoordinater R, ¢, z ges av olikheter R? +
22 <1, 0 < ¢ < 27 och Jakobian #r R. Detta ger oss trippelintegralen

V1=22 27 V1—22
/ dz/ dR/ d¢ - R(4R* — Rsin ¢) —27r/ dz/ AR*dR =

327
—9 1— 2224y =228
W/_l( 22)?dz T



(4p) 7.

Man infér kroklinjiga koordinater p, 0, ¢ lokalt niara punkten (x,y,2) = (R,0,0)
genom sambanden

x = (R + pcos®) cos ¢;

y = (R+ pcosf)sin ¢;

z = psinf.
Bestém skalfaktorerna h,, hg, hy samt hérled formeln f6r Laplaceoperatorn V2g
for funktionen g = g(p) som beror endast pa variabeln p.

Losning. Ortsvektorn r i nya koordinater ar

r(p,0,¢0) = ((R+ pcos®)cosp, (R + pcos)sing, psinb ).

Vi har 5
a—r:(COSQCOSgb,COS@Singb,Sine);
D
or . . .
%:(—psm@cosqﬁ,—psm@smqb,pcos@)
och 9
aZ:(—(Rjt,z)(:osﬁ)singb,(R+pcos€)cosgb,0).
Detta ger oss skalfaktorer:
or or or
ho=|7=|=L ho=||=p he=|77|= 0.
P ap ) 0 o0 P; ¢ ‘&b‘ R+pCOS

Om funktionen g beror endast pa p, da &r Vg = ¢'(p)e, och Laplaceoperatorn
blir

1 0 ,
Vig=V-Vg= 2B+ peost) Dp (p(R+ pcos)g'(p)) =
1, cos , y
= ;9 (p) + mg (p) +9"(p).

Bestam en konform avbildning av omradet €2 som ges av olikheter |z — 1] < V2,
|z + 1| < V/2 pa 6vre halvplanet som ges av villkor Imw > 0.

Losning. Skirningspunkter av cirklarna ar +¢. Darfor valjer vi den forsta av-
bildningen i form .

z—1

z+i

Bade cirklarna avbildas med den till rata linjer som gar genom origo. Den forsta
linjen innehaller punkten

w(z) =

V-1
(V21 +1

med arg(w;) = 2F. Den andra linjen innehaller punkten

V2 -1
(V2-1)2+1

wy = w(—1+v2) =2 (—1—1)

wy = w(l — V2) =2 (—1+1)



(4p) 8.

med arg(w;) = 2F. Omrédet efter avbildningen w = w(z) blir vinkelomradet som
ges av ?jf < arg(w) < %”. Rotation v = e~ 3™/*w avbildar den pa vinkelomradet
0 < arg(u) < m/2 och till slut kvadrering v = u* ger oss den 6vre halvplanet.
Eftersom (6_3“/ 4)2 = ¢3™/2 = gvaret blir

Los foljande randvardesproblem for Laplaces ekvation:

Ag(z,y)=0om 2? —y*> > 1,2 >0, y > 0;
g(z,y)=—1loma?—y? =1,2>0,y > 0;
g(z,0) =1 om x> 1.

Ledning: undersék hur transformationen w = 2% avbildar omradet som ges av
olikheter 22 —y?> > 1, 2 > 0, y > 0.

Losning. Vi undersoker forst transformationen w; = 2. Om vi skriver w; =
uw+ v och 2 = z + iy, da & u = 2% — y? och v = 2zy. Omradet 2% — y? > 1,
x,y > 0 6vergar da till vinkelomradet u > 1; v > 0 och randkurvan 2> — y? = 1,
x,y > 0 6vergar till linjen v = 1, v > 0. Néista avbildningen w = (w — 1)? som &r
kombination av forskjutning och kvadrering skickar vinkelomradet v > 1; v > 0
till det 6vre halvplanet Im(w) > 0 och linjen u = 1, v > 0 skickas till den negaiva
reella halvaxeln. Randvérdesproblem i w-planet blir da

Af(w) =0 om Im(w) >0
f(t)=—=1lom —oo<t<0;
f(t)=1omt>0.

Randvillkor ges av funktion —1 + 2/(t), dér U &r standard enhetsstegfunktion
(Heavisides funktion). Vi anvinder oss av standard formel for att 16sa randvér-
desproblem med enhetsstegfunktion som randfunktion och vi far 16sningen

2
fw)=—-1+ ;(W — arg(w)).
Svar till urspringliga problemet #r g(z) = f ((2% —1)?), dér

flw) = =1+ 2 (r — arg(w))



