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//F-ndS,
Y

dir F = (z —siny, y — cosx, 2z) och ytan Y ges av ekvation z = 6 — 22 — y?,
2% + y? < 4. Normalen till Y viljs si att den har positivt z-komponent.

1. Rakna ut flodesintegral

Losning. Vi kompletterar ytan med en planskiva P som ges av villkor z = 2,
22 +y? < 4 till en sluten yta. Lat K beteckna den erhalna kroppen. Enligt Gauss

sats
//F-ndS:/// didexdydz—//F~ndS.
Y K P

Vi har div F = 4 vilket ger oss

/// diVFdxdde:4/// 1dxdydz:4// (4 —2® —3y?) dr dy = 327.
K K 1’2+y2§4

Pa planytan P normalen dr n = (0,0, —1) vilket ger

//F~nd5':// —4dx dy = —167.
P x2+4+y2<4

Svaret blir da 48m.

2. (a) Visa m h av indexrikning att
V x (fVg)=VfxVy,

déar f och g ar tva skalarfilt.

(b) Om man séitter f = g i sista formeln da dr V x (f Vf) = 0 vilket visar att
vektorfialtet u = f V f ar konservativt. Vad ar potentialen av u uttryckt i f?

Losning. (a) Om vi beteknar v = Vx(f Vg), da ér i-s komponent av vektorféltet
v ar
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Den forsta termen ger oss Vf x Vg. Den andra termen blir 0 eftersom man kan
omdopa indexer 7 och k till varandra och anvianda egenskaper

0?g

v + e
x

g %
Or;0z),  Orpdx;

samt €ikj = —€ijk-

(b) Svar: f2/2.



Berakna linjeintegralen

/F-dr,
c

dar C' ar en cirkel med radien R i planet z 4+ 2y — 2z = 5 och
F=(—2%y+u2—2).
Omloppsriktningen &r inte specifierad sa att svaret ar inte entydigt.

Losning. Enligt Stokes sats

/F-dr:/ (V x F)nds,
C Y

dér Y dr ytan omsluten av C. Vi rdknar V x F = (0,2, 1). Fran planets ekvation

far vi normalen n = =+ (1, 2, —2) vilket ger oss (V x F)n = £2.
Integralen blir
2 R?
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Ett vektorfilt ges i sfitiska koordinater (7,0, ¢) av

Arcos ¢ sin ¢

F — r . 9
(1+ TQ)Qe N r(1+ 72)sin g

ddr A dr en konstant.
(a) Bestam ett virde pa A sa att F blir konservativt.
(b) Berékna, for detta virde pa A, potentialen till F.

Losning. Om en funktion 1 ir potentialen till F, da ar

I R Tl 1 o
F_v¢_8 ety r90° +Tsin6’8gz5e¢’

vilket ger ekvationer

8_@/}_AT’COSQZ5. a_@b_‘ 8_¢_sin¢
or  (1+r22° 900 7 0¢ 1472

Den sista ekvatinen ger oss

cos ¢

¢(T79’¢):—m

+C(,r),

dar C (6’ r) dr nagon funktion beroende endast pa 6 och r. Den andra ekvationen
ger 0ss da = 0 vilket visar att C beror endast pa 6. Till slut, den forsta ekvationen
uppfylls endast om A = 2 och C' = const.

Cos ¢
1472

Svar: A = 2 och potentialen 1) = — + C, dar C ar nagon konstant.



(a) Visa att funktionen v(z,y) = e¥(cosx — sinx) uppfyller Laplaces ekvation
och bestdm en funktion u(z,y) sddan att funktionen f(z) = u(z,y) + iv(zx,y),
2z = x + 1y ar komplext deriverbar.

(b) Uttryck erhallen funktion w = f(z) i komplex variabel z.

Losning. (a) Laplaces ekvation Av = 0 verifieras med direkt berdkning. Funk-
tionen wu skall uppfylla CR-ekvationer vilket ger oss
ou v
or Oy

0 0
v_ % = ¢eY(sinx + cos ).

e’(cosx — sinx); o or
Ekvationerna uppfylls om

u(z,y) = e’(cosx +sinx) + C,
dar C' ar nagon reel constant.

(b) Vi har

f(z) = eY(cosx +sinx) +ieY(cosz —sinz) + C =
e’(cosx —isinz +i(cosx —isinz)) + C =
(1+i)eY(cosz—isinz)+C = (141)e?V" = (1+44)e @ £ O = (1+4)e * +C.

Man infor kroklinjiga koordinater (u,v,w) (dér v > v > 0 och 0 < w < 2m)
genom samband

r = (u? — v?) cosw;
y = (u* —v?) sinw;
z = 2uv.

(a) Visa att koordinatsystemet dr ortogonalt;
(b) Bestdm skalfaktorerna hy, hy,, hy,.

(c) Bestam alla funktioner ® = ®(u) som beror bara pa u och uppfyller Laplaces
ekvation V2@ = (.

Losning. (a) Vi bildar ortsvektor
r(u,v,w) = ((u* —v?) cosw, (u* — v?)sinw, 2uv).

Dess partiella derivator ar

r, = (2ucosw, 2usinw, 2v);
r) = (—2vcosw, —2vsinw, 2u);
v, = (—(u? = v?) cosw, (u? — v?) sinw, 0).

Berikning av skaldra produkter visar att dessa vektorer dr ortogonala mot varan-
dra vilket visar att koordinatsystemet ar ortogonalt.

(b) Skalfaktorerna &r
hy = |0 | = 2Vu2 + 02 h, = |v)| = 2Vu2 +v%  hy, = |1} | = u? — %



(¢) Om ¢ = ®(u), da &r

vo— 190 _ P
C hyOu 22 + 02

€y

och

, 1 0 ' (u)
2 =divVe = — | hyhy———t— | =
V v v huhvhw 8’1,6 2\/ u2 + U2
1

Detta ar 0 om

vilket ger oss

dér C(v,w) ar nagon funktion som beror endast pa v och w. Den sista likheten
ar mojlig endast om @' (u) = 0 vilket ger oss ®(u) = const.

Den komplexa funktionen w = tan z definieras som

sin 2
tan z =
CoS 2
i punkter dar ndmnaren ar nollskild.
(a) Finn alla komplexa 16sningar till ekvationen tan z = —2i.

(b) Bestdm bilden av omradet —F < Rez < 0 under avbildningen w = tan z.

Ldsning. (a) Vi har ekvation

el? _ otz 2

- - — — = —21.
21 e + 7%

Om vi infor beteckning u = ¢** da blir ekvationen

2 ()
u——=2u+—-].

U U

Det &r samma som u2 = —3 varav u = +iv/3. Vi har alltsi
eiz _ :|:Z\/§ _ \/geﬂ:iﬂ’/Z—l—Qm'k _ \/gei(W/Q-Hrl)?

dér [ ar heltal. Detta ger oss

1

iz = §1n3+@'(7r/2 + 7l)

och .
2= —%1n3+7r/2+7rl.

(b) Som tidigare, vi infor variabel u = e'*. D& ar

¢ ur—1
anz = —f———.
u? +1



(4p) 8.

Avbildningen 2; = iz roterar omradet och det nya omradet blir —7 < Imz; <0.
Nésta avbildning 4&r v = €*' och bilden blir den fjarde kvadranten Rewu > 0,
Imu < 0. Efter kvadrering v = u? far vi den nedre halvplanet Imv < 0 och till

slut den avbildning w = tan z = —ZZ;} ger oss halvplanet Rew < 0.

Bestdam en reell funktion ¢(z,y) som satisfierar Laplaces ekvation i omradet
D ={z : |z| <2 och Rez > 0}
och som antar féljande virden pa D-s rand:

oit) =—2da —2<t <2
#(z) =1da |z] =2,Rez > 0.

Losning. Forst avbildar vi omradet med avbildning v = ;—gz Det nya omradet

blir kvadranten Reu < 0, Imu < 0 och imaginéra intervallet mellan —2¢ och 2:
overgar till negativa reella halvaxeln och halvcirkeln 6vergar till negativa imag-
indra halvaxeln.

Nista avbildningen dr kvadrering w = 2. Vi far det nya omradet som &r dvre
halvplanet Imw > 0. Om vi soker funktionen ¢ i form ¢(z) = ¥(w(z)), da
skall funktionen ¢ uppfylla Laplaces ekvation i 6évre halvplanet och den skall
ocksa uppfylla randvillkor ¢(x) = —2 for z pa den positiva reella halvaxeln och
Y(x) =1 pa den negativa halvaxeln. Funktionen ¢ ges av formeln

1 3
Y(w) =1—-3=(r —argw) = —2 + —argw.
T T

Detta ger oss svar

6(2) = —2+ Sargu(z),
T

vir=(355)

dar




