KTH Matematik

SF1658 Trigonometri och funktioner
Losningsforslag till tentamen
den 19 oktober 2009

1. a) Visa att sin(60°) = v/3/2. (2)
b) En triangel har sidor av ldngd 5 och 7, och en vinkel &r 60 grader. Bestam den
storsta arean till en sadan triangel. (4)

c) I en cirkel med radie r placeras en reguljar 12-hérning pa ett sadant sitt att
hérnen hamnar pa cirkeln. Om sidorna i 12-hérningen har ldngd 2, vad ar radien
till cirkeln? (3)

Lésning: a) Betrakta en triangel déar alla vinklar &r 60 grader. Lat sidolangderna
ha ldngd d. Delar vi upp triangeln i tva ratvinkliga trianglar far vi trianglar déar vi
kénner till sidoldngderna. Hypotenusan &r d, och det ena katetet ar av langd %d. Det

foljer av Pytagoras Sats att det andra katetet har lingd \/ng_ Av definition av sinus

har vi nu att /3 /3
3d 3
sin(60) = —— /d = L2
2 2
b) Lat triangeln ABC ha sidor av lingd a,b och ¢, och lat vinkeln motstaende till
sida a vara 60 grader. Det forsta vi gor ar att kolla vilka trianglar vi har. Om sidan
¢=7,0ch b=05,da far vi en unik triangel T, och arean A(T}) = 15 - 7sin(60). Om
b =5, och sidan a = 7 da far vi ocksa en unik triangel T5. Vi anvénder cosinussatsen
for att bestdmma sidan c¢. Vi har

7 =5"4+c*—2-5-c-cos(60) = 25 + ¢* — 5e.

Detta ger
5.9 52 121
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och att ¢ = i% + % Om vinkeln o = 60 da maste sidoldngden ¢ > 5/2, och ddrmed
har vi att ¢ = 1 = 8. Arean blir A(T;) = 35 - 8sin(60). For fallet med ¢ = 7, och
a = 5, och vinkeln o = 60, har vi féljande. Vi drar en cirkel med radius 5, och center
i hornet C. Cirkelbagen kan ha tva skédrningar, en skérning, eller ingen skirning, med
linjen genom hornet A, och infallsvinkel 60 grader. Detta betyder att det antingen
finns 2, 1 eller inga trianglar med ¢ =7, a = 5 och a = 60 grader. Cosinussatsen ger

25 =b2+49 —7b eller ekvivalent (b— ;)2 — —24+49/4 < 0.



Ekvationen har inte reella rotter, och fojldaktligen finns inte den sokta triangeln.

c) Den reguljara 12-horning bestar av 12 trianglar 7. Varje triangel har tva si-
dolidngder lika med radien till cirkeln, och 6ppningsvinkeln ar 360/12=30 grader.
Sidan motsvarande till vinkeln 30 har lingd 2. Cosinussatsen ger nu

V3
re—m

4=r*+7?—2r-rcos(30) = 2r* — 2 5

Vi skriver om ekvationen som

o 4 . -
Detta ger r = + 3-J30 varav en rot ar positiv.

Svar:

a) -

b) Arean &r 103
2
2-v3

c) Radien &r

a) Bestdm skdrningspunkterna mellan funktionsgraferna till sinusfunktionen f(x) =

sin(z/2 + 7/6) och konstantfunktionen g(z) = —1/2. (4)

b) Bestdm uttryck for A och ¢ sadan att 2sin(wt) — 3 cos(wt) = Asin(wt + ¢).(3)

c) Bestdm exakt sin(147/16). (2)

Losning: a) Vi séker 16sningar till sin(% + %) = —1. Ekvationen sin(u) = —% har
16sningarna

5
u:—%+27m ochu:—%+27m

for godtyckliga heltal n. Substitutionerna

ger losningarna

T=—37 +4mn  och x = —27 4 4mn.
b) Additionsformeln for sinus ger att
Asin(wt + ¢) = Asin(wt) cos(p) + A cos(wt) sin(yp).
Ekvationen Asin(wt + ¢) = 2sin(wt) — 3 cos(wt) ger

Acos(p) =2 och Asin(p) = —3.
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Vi far att A2 =4+ 9 = 13, och villjer A = 1/13. Ekvationerna
¢ = arccos(2/V13) och ¢ = arcsin(—3/v13)

bestdmmer en unik vinkel, ndmligen arcsin(—3/4/13), i intervallet [0, 27).
c¢) Vi har att 14/16 = 7/8 = 1 — 1/8. Da sin(r — x) = sin(z), har vi att sin(7/8) =
sin(77/8). Vi vill anvénda att
1—
sin®(z/2) = %@)

Med z = 1/4 far vi att

2 -2
o

Det ar klart av definition av sinus att sin(m/8) &r positiv.

sin(m/8) = £

Svar:

Svar x = _2” + 47n och x = —27 + 4mn, heltal n.

)

b) Svar A = \/_ ¢ = arcsin(—3/1/13).
) Svar L2
)

a

c) Svar

a) Skriv foljande komplexa tal pa formen a + bi. (3)
a) (2-3i)(=1—=2) b) (3—10)"2 c)(4—7i)34—7)"*4 - T7i)>

b) Skriv pa formen a + bi talet (2)

(cos(7/200) + i sin(7/200))>

c) Lat z; och zy vara nollstéllen till polynomet 2% + az + b, déir a och b ér reella
tal. Visa att antigen har vi att Z; = 2z; och Z3 = 2, eller sa har vi att zZ; = 2z
och z3 = #. (4)

Lésning: al) Vi har att —1 — 20 = —1 4 2¢, sadan att
(2-3i)(-1—2i)) =(2—-3i)(—1+2i) =—-2+6+i(3+4) =4+Ti.
a2) Inversen till (3 — i) &r 55(3 + i). Dérmed blir

L 8460,

Lo 14i3+3) = o

!
3
+0)° = 156

(3-1)72 = (5

a3) Vid summering av potenserna far vi att

(4 =704 — 7)) M4 - Ti)* = (4 = Ti).
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b) Pa polarform ar talet (cos(m/200) + i sin(7/200) lika med (1,7/200). Vi har att
(1,7/200) = (1°°,507/200) = (1, 7/4).

Darmed har vi att det sokta talet ar

V2 V2

cos(m/4) +isin(m/4) = -+ 27

¢) Vi har givet att polynomet z? + az + b = (z — z1)(z — 22). Nollstélleméngden
forblir den samma efter konjugering 22 + @z + b = 2% + az + b. Detta medfor att
konjugering antingen bevarar z; och zy, vilket betyder att bada &r reella. Eller sa vill
konjugeringen skicka zq till 25, och 2o till 2.

Svar:

a) Svar 4 + 7i, t5(8 + 6i) och 4 — T7i.
b

108

Svar 272 .

(@]

a

)
)
) -
) Bestam derivatan till (3)

sin®(cos(z?)).

b) Du har att sin’(0) = 1 och att cos’(0) = 0. Anvéind derivatans definition for att
bestdmma sin’(x) i en godtycklig punkt. (3)

¢) Ombkretsen till en cirkel med radie r ges som bekant av 27r. Lat A(r) vara arean
till cirkeln med radie r. Anvénd derivatans definition samt lampliga figurer for
att bestimma A(r). Vink: Bestam forst A'(r).

(3)

Lésning: a) Direkt tillimpning av kedjeregeln ger att derivatan till sin?(cos(z%)) &r
2 sin(cos(z?)) cos(cos(z?))(—1) sin(z*) 322,

b) Additionsformeln for sinus ger att
sin(x + h) = sin(z) cos(h) + sin(h) cos(z),

vilket ger att

sin(z + h) —sin(z) _ lim (sin(:p) 1— (:;L)s(h) N cos(x)o — s}in(h)) ‘

}LIH(I) h h—0
Uttrycket ovan &r sin(z) cos’(0) + cos(x) sin’(0) = cos(z).
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c) Uttrycket A(r + h) — A(r), med positiva h, kan approximeras enligt f6ljande
2mr-h < A(r + h) — A(r) < 2x(r +h) - h.
Negativa h ger liknande uttryck med omvénda olikheter. Detta ger att
A(r+h) — A(r)
h

A'(r) = lim

h—0

= 27,

och foljdaktligen att A(r) = mr? + C, for nagon konstant C. Vi har att A(r) = 0,
vilket ger att C' = 0.

Svar:

a) Svar —6x? sin(cos(z?) cos(cos(z?)) sin(x?).

)
)
)
)

o

(@]

a) Bestdm arean mellan funktionsgrafen till funktionen f(z) = cos(x) och z-axeln,
over intervallet [—27, 27]. (2)

b) Bestdm en primitiv funktion till f(z) = 3sin(2x)+/7 + cos(2x). (3)

c) Bestdm t sadan att funktionen

har ett extremvérde. (4)

Lésning: a) Funktionen f(x) = cos(x) ar periodisk, och det &r klart att den sokta
arean ar fyra ganger arean

/2
/ cos(x) dr = [sin(x)]i/:/z = 2.

—7/2
b) Vi gor substitutionen u = m + cos(2z) villket ger
: 1 :
du = —2sin(2z)dx dvs — Edu = sin(2x) dz.
Med denna substitution blir integralen

/331n(2x)\/7r + cos(2z) dz = —g\/ﬂdu = —(u)? = —(m + cos(2z))? + C,

for nagon konstant C.



c¢) Funktionen F'(t) &r
/2 . '
/ t2 cos®(x) 4 2t cos(x)esn@) 4 25@) gz
0

Vi har att cos?(z) = w, vilket ger att

V2
4 2

/2 1 1 1
t2/ cos?(z) dr = t2[§x +sin(z/2))7? = 2(5r 4+ 22) = th(ﬂ +2V2).
0

Substitutionen u = sin(x) ger
/2 ) )
/ cos(x)es@ dy = /eu du = [e"] = [es““(gc)]g/2 =l — 1.
0
Detta betyder att
1 w/2 '
F(t) = Z152(7r +2V2) 4 2t(e! — 1) +/ ?5n(@) g
0

dér OW/ ? 25in(@) 5r nigon konstant, oberoende av talet ¢. Derivering ger

F'(t) = %t(w +2v2) +2(et - 1),

och ekvationen F”(t) = 0 har 16sning

4(1—el)
7T—|—2\/§‘

Svar:

a) Arean &r 8.
b) En primitiv funktion &r — (7 + cos(2z))2.

4(1—el)
T+2v/2 "

c) Svar t =



