SF1658 (SF620) TRIGONOMETRI OCH FUNKTIONER
TENTAMEN 24 AUGUSTI 2011

Skrivtid: 14.00-17.00
Tillatna hjalpmedel: Minirdknare med sifferdisplay
Examinator: Roy Skjelnes

Varje uppgift motsvarar en kontrollskrivning. Varje uppgift poangsatts
med hogst 12 poiang, varav 6 poang ar gransen for godkéant. Betyg pa
tentamen (SF1658) bestdms av summan av podngen fran de fem' de-
larna, under forutsattningen att alla delar ar godkéanda, enligt féljande
skala. Betyg®? A, 52-60 poang, betyg B, 44-51 poing, betyg C 38-43
poang, betyg D, 34-37 poang, betyg E, 30-33 poang.

Redovisa l6sningarna pa ett sadant siatt att berdkningar och resone-
mang ar latta att folja. Motivera val. Presentationen ger upp till 3
poang pa varje uppgift. Lycka till!

GEOMETRI, Uppgift I tillsvarande KS I

Betrakta triangeln 7" med hérn i punkterna A = (1,3), B = (2,4) och
C=(51).

a) Bestdm sinus till alla vinklar i triangeln 7. (4)

b) Bestam vilken vinkel som &r storst. (3)

c) Bestdm arean till triangeln 7T (2)
Losningsforslag.

a) Vi borjar med att bastamma ldngden till sidorna i triangeln. Vi
har att a = /(2 — 5)2+ (4 — 1)2 = /18, och liknande berikning ger
att b = v/20 och att ¢ = /2. Cosinussatsen ger relationen

(@) —a® +b* + ¢
cos(a) = ———.
2be
Vilket ger oss att
1 3
cos(a) = —, cos(f) =0 och cos(y)=—.

V10’ V10

YWppgift 3 ingdr inte i tentamen for kursen SF1620 Matematik och modeller.
Enbart de fyra delarna som tillsvarar uppgifterna 1, 2, 4 och 5 ingar i tentamen for
SF1620.

2Betyggrinserna giller inte for kursen SF1620.
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De sokta sinusvarderna blir da

sin(a) = 3 sin(f) =1 och sin(y) = L

V10 V10

b) Vinkeln 5 = 90°, och denna maste ddrmed vara storst. Summan
av de tva kvarstaende vinklarna blir 90.
¢) Vi har redan sétt att triangeln &r ratvinklig, vilket betyder att

arean ar ] 5
iac = 5\/5\/5 = 3.

TRIGONOMETRI, Uppgift II tillsvarande KS II

a) Bestdm skdrningspunkterna mellan funktionsgraferna till funk-
tionen f(z) = 2cos(3z + T) och funktionen g(z) = —v2. (4)
b) Bestdm A och ¢ sadan att (3)

3sin(wt) — V3 cos(wt) = Asin(wt + ¢).

c¢) Skriv upp additionsformeln for cosinus. (2)

Losningsforslag
a) Vi soker z sadan att f(z) = g(x), vilket betyder att

m 1
cos(3r + —) = ——.
Ekvationen cos(t) = _\/Li har 16sningar +£27 pa intervallet [—m, ).
Detta ger att losningarna till cos(3z 4 §) = —% ges av ekvationen

3 1
3r = :I:ZW — ZW + 27n,

med godtyckliga heltal n. De sokta losningarn ar
T 2mn T 21
rT=—+-— och z=—5+—.

6 3 3 3
b) Vi anvénder att A sin(wt+¢) = Asin(wt) cos(¢)+A cos(wt) sin(¢).
Detta ger oss ekvationerna

Acos(¢p) =3 och Asin(phi) = —V/3.

En 16sning ar A = V12 = 2\/5, och ¢ = —%.
¢) Additionsformeln for cosinus &r

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

KOMPLEXA TAL, Uppgift IIT tillsvarande KS III

a) Lat z = 3. Skriv foljande tre tal pa formen a + bi, (3)

3z, 2% och z7%

b) Skriv talet 2 pa poldr form, dar 22 = Lt (3)



c) Talet —2 — ¢ &r ett nollstélle till polynomet
p(z) = (2 +1)(2* + 32+ 3 —1).
Bestdmalla nollstallerna till polynomet. (3)

Losningsforslag
a) Om z = § da har vi att

(1+4)(2—-4) 1

=—">=—(341).
z : 5( +1)
Detta ger att 3z = 2(3 4 1), och att
1 1
z 25(9 + 3i + 31) 25(8—1—62)

Slutligen har vi att

1+ 2 2
b) Vi har att (1 +1i) = v/2e'% och att 2i = 2¢'2. Detta ger att

1+4i  V2e% 1 .«
w = = 4,

z

= — = —e¢
2i 2etz /2
Vi har vidare att w?® = 29, vilket betyder att
1 - 37
6 3 —i5-
20 =(—=)’e "1
(%)

c) Polynomet p(z) ar produkten av (z + ¢) och 2% + 3z + 3 — 4.
Nollstéallen till p(z) &r nollstéllerna till varje faktor i produkten. Poly-
nomet z+1 har ett nollstille, namligen z = —i. Polynomet 2?+3z+3—i
har tva nollstéllen, och vi har fran uppgiften att —2 —i &ar ett av dessa.
Detta ger att 22 +3z+3 —i = (z — (a + bi))(z + 2 + 7). Multiplicerar
vi ut produkten till hoger erhaller vi

224 z2(2+i—a—bi)+ (—2a+b) + (—2b — a)i,
vilket betyder att
3=2—a+(1—0)i.
Detta ger a = —1, och att b = 1. Det sokta nollstélle ar darmed
z=—1+41.

DERIVERING, Uppgift IV tillsvarande KS IV

Méingden av talpar (x,y) som satisfierar ekvationen 4z% + 9y? = 2
definierar en ellips F i planet.

a) Visa att talparet P = (3, 5) ar pa ellipsen E. (2)

b) Bestdm en ekvation for tangentlinjen till ellipsen £ genom punk-

ten P. (4)

c¢) Derivera funktionen (3)

f(z) = sin(2®)?.
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Losningsforslag
a) Vi insitter P = (3, —3%) och far att 455 + 93 = 1+ 1 = 2, vilket
betyder att P &ar en punkt pa ellipsen F.
1

b) Av ellipsens ekvation har vi att y* = 5(2 — 42*), vilket ger att

y = +£3v2—422. Om vi betraktar funktionen f(z) = —3v/2 — 4x?
definierad pa intervallet [—\/Li, \/Li] sa vill dennas funktionsgraf saman-
falla med den delen av ellipsen som finns pa undersidan av z-axeln. Vi
kan darfor bestamma tangentlinen till funktionsgrafen till f i punkten
P. Vi har att

11 1 4x
") = —==(2 —42*) 722 - (—41) = ———.
J'(e) = =352 = 4%) 782 (~a) = s

En ekvation for tangentlinjen genom P = (3, —1) ges av
" 1 /
y=rGQe+f5)-57G)

Vi har att f(3) = —3 och att f/(3) = 2. Detta ger att tangentlinjen
ges av

2 2
= - — —
Y7373
¢) Vi deriverar
d : 3\2
% — 2. (sin(a?)) - cos(z?) - 3 - (2).
i

INTEGRERING, Uppgift V tillsvarande KS V

a) Bestdm arean 6ver z-axeln, och under funktionsgrafen till funk-

tionen f(x) = 5 + sin(z), dver intervallet [—3, Z]. (3)
b) Hitta en primitiv funktion till (3)

f@)=(3+2%)2x + 3+ 2%

¢) Kurvan y = y/z + 1 med 0 < z < 2 roteras omkring y-axeln,
och bildar en skal S. Berdkna volymen till skalen S. (3)

Losningsforslag

a) Funktionen f(z) = sin(z) + 3 har pa intervallet [—%, 2] enbart

nollstélle i » = —%. Av figur ser vi att den sokta arean ges av integralen

Wl

/ (sin(z) + %) da.

%
En primitiv funktion till f(z) dr — cos(x) + 3z, vilket ger att arean ar
T 17 T 17 1 V3

Tyt gy T meslmg) mag =gm
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b) En primitiv funktion till (3 + z?)
en sokt primitiv funktion ar

x &r £(3 +a2)3

1 5 1
—(3+2%)% + 3z + —a°.
5(+x)+x+3x

¢) Av figur dr det klart att vi kan anta att y = /x.
att 4> = . Vi betraktar nu funktionen f(y) = y?
0<y< V2. Da vill funktionsgrafen till f vara precis

5

. Detta ger att

Detta betyder

, pa intervallet

kurvsegmentet

vi vill rotera. Volymen till en sadan rotationskropp &ar given som

bt

V2 V2 5

1 \/§
/ 7 f*(y)dy = / mytdy = r[zy’ ]y = m
0 0

bt



