KTH, Matematik
Gunnel Roman och Maria Saprykina

Tentamen i SF1659, Matematik Baskurs

Dag och tid: Lordag 18 februari 2012 k1. 9.00-14.00.
Samtliga uppgifter podngsitts med maximalt 4 podng vardera. Fullstindiga 16sningar kréavs for
full podng. Redovisa 16sningarna pa ett sadant sitt att berdkningar och resonemang #r litta att
folja. Motivera vil och skriv prydligt och ordentligt.
Uppgifterna 1 och 2 svarar mot varsin kontrollskrivning. Godkint pa kontrollskrivning nummer
Jj far automatiskt 4 podng pa uppgift j (som da inte ska l6sas).
Uppgifterna 3—6 tar upp grundldggande kunskaper och fiardigheter. Uppgifterna 7-9 ir lite mer
avancerade. Den som vill ha betyg C eller hogre maste samla ett antal podng pa dessa uppgifter,
sk VG-poing.
Preliminéra betygsgrinser: A-31 poing varav minst 8 VG poing, B-26 poing varav minst 5 VG
poing, C-21 podng varav minst 2 VG poidng, D-17, E-15, Fx—13.

1. Los |z + 2|+ |z — 3| = 5.
Losning. Vi har:

x+2 forx > -2 x—3 forx > 3
|z + 2| = ) v =3[ = i}
—x—2 forx < —2 —x+ 3 forx < 3,

Betrakta tre fall:

I: © < —2. Ekvationen har form —z — 2 — x + 3 = 5 & x = —2. Detta ligger inte 1 intervallet
x < —2. Ingen 16sning i detta fall.

II: —2 < 2z < 3. Ekvationen har foorm z + 2 — 2 + 3 = 5 & 5 = 5. Varje z 1 intervallet
—2 < x < 3idren losning.

IIl: = > 3. Ekvationen har form z + 2 4+ x — 3 = 5 & x = 3. Detta ligger i intervallet z > 3,
dérfor dr det en 10sning.

Svar: =2 < x < 3.

2. Bestdm alla reella 16sningar till foljande ekvationer:

a). 220 4 27t = 24, (2p)
Losning. 22 + 221 = 24 & (2%)2 + 2. 2% = 24. Beteckna y := 2°. For y giller ekvationen:
y? 4+ 2y — 24 = 0. Rotterna dr 4 och —6. y = 2° = —6 har ingen 16sning. y = 2% = 4 ger v = 2.
Svar: v = 2.

b). V22 — 10 = /22 + 5. (2p)
Losning. Kvadrera bade leden (observera att den nya ekvationen kan ha fler rotter!).

22—10=2x4+5<2>2—2x—15=0.

x = —3eller x = 5. Verifiera: for x = —3, dr /22 — 10 odefinierad, darfor 4r x = —3 ingen rot
till den ursprungliga ekvationen. Insittning av o = 5 ger: v/ 15 = /15, vilket &r sant.
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Svar: x = 5.

— 2w
T = Cos™ 3.

. Vi far tva mojligheter:

3. Bestim alla z i intervallet 0 < 2 < 2 sddana att 3 sin’
Losning. Enligt ovan, 5 sin’z = (3)? = 1, dvs, sin’z = 2

[\

. V3 . V3
sinx = — eller sinz = ——.
2 2
Forsta fallet geross x = S ellerx =7 — 35 = %’r Andra fallet ger: v = —Zellerx = 71— (—%) =

ar
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Svar: Se ovan.

4. Bestam koefficienten framfor den term som inte innehaller x i utvecklingen av
dédr a # 0 och b # 0 ir reella tal.

.CCS b 14
(z - ;) 7
Losning. Enligt binomialsatsen,

.8 b\ 4y N b\ 14k
(-5) =2 () (5) ()
k=0
For varje k (0 < k < 14) blir motsvarande term
14 28 (=b)14-* 14\ g6
R S A —6(14—k) [ __1\14—k —k
(k)ak £6(14—F) _(k)x (=b)""a.

En term “som inte innehaller z” motsvarar k sadan att 8k — 6(14 — k) = 0. Det dr k = 6.
Motsvarande koefficient blir

14 14 14! 9-10-11-12-13-14
(=b)"* %% = Va b= _——p%a 0 = b¥a % = 3-11-13-76% .
6 6 6!8! 6!

Svar: Se ovan.

5. Bestdam alla x som uppfyller olikheten

T > 5
T r—2
Losning. Olikheten ovan ir ekvivalent med
T — 20<:>M20<:>(x—3)(x+1)20.
x—2 T —2 T —2

Detta ir litt att undersoka mha ett teckentabell.
Svar: —1 < x < 2ellerz > 3.

6. LOs ekvationen .
5 In(5 —4z) + Inx = In(2z — 1).
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Lasning. Ekvationen ir ekvivalent med In((5 — 42)22) = In(2z — 1). Eftersom funktionen In z
ar injektiv, dr detta ekvivalent med

(5— 4IL‘)%£L‘ =2z — 1.
Kvadrerar (OBS att vi maste sedan verifiera 16sningarna!)
(b—dr)r* =02z 1) < 4° — 2> —4x+1=0.

Jag provar heltalsrotter: bade = 1 och x = —1 ir rotter. Darfor kan man dela polynomet med
(r — 1)(z + 1) = 2% — 1. Polynomdivisionen ger kvoten (4x — 1). Den tredje roten ir x =
Vi maste prova om de rotterna 16ser den ursprungliga ekvationen. Svar: x = 1.

1
1

7. Forklara vad som menas med att en funktion #r inverterbar. Visa att funktionen f(z) =
In(z + 1) + 2, = > 0, dr inverterbar, och bestdm dess invers.
Losning. Funktionen f(z) &r inverterbar om det for varje y i virdeméngden av f finns en enda
punkt z i definitionsméngden av f sadan att f(z) = y (med andra ord, det finns en enda 16sning
till ekvationen f(z) = y for y € V). Vi sa ocksa att en sadan funktion &r injektiv. I detta fall kan
vi definiera inversfunktionen f~! sadan att f~!(y) = .
Fixera ett y, och lat oss 16sa ekvationen

f(x)=+/In(z+1)+2=y.

Vi har: \/In(z + 1) = y — 2. Observera att for x > 0 har vi: In(x + 1) > 0, och VL ir definierad
och positiv. Denna likhet har mening bara om HL &r positiv, dvs, for y > 2. Ekvationen ovan ér
ekvivalent med

mr+1)=(@-2?% e a+l=e"? o z=cv? 1.

For det fixerade x fick vi en entydig 16sning x till ekvationen f(z) = y. Dirfor f~!(y) finns, och
ges av

fTHy) = e -1,

8.a) ArdetsantattIn(z +vy) =Inz-Iny forallaz > 0, y > 0? Bevisa ditt pastaende.
Losning. Nej. Motexempel: In2 =In(1 4+ 1) #In1-In1 = 0.

b). Ardetsant att In(x + y) = Inz + Iny for alla z > 0, y > 0? Bevisa ditt pastiende.
Losning. Nej. Motexempel: In2 =In(14+ 1) #In1+1In1 = 0.

9. Bevisa att -
arcsin x + arccosr = 5 0<z<1.

Losning. Betrakta en rit triangel med hypotenusan av langd 1 och en katet av langd x. Lat den
nérliggande (till denna katet) vinkeln vara «, och den motstaende vinkeln vara §. Da har vi:
cosaw = ¢ = sin 3. Observera att 0 < o < m/20och 0 < 5 < 7/2, och o + § = 7 /2. Didrfor
a = arccos z, 5 = arcsin z. Slutligen, arccos x 4 arcsinz = o + 5 = /2.

For x = 0 och x = 1 verifieras pastdendet direkt.



