KTH, Matematik
Kristian Bjerklov, Gunnel Roman
och Maria Saprykina

L dsningsbrslag till tentamen i SF1659, Matematik Baskurs, 01-10-2012

Samtliga uppgifter pangstts med maximalt 4 @ng vardera. Fullandiga bsningar kavs ©r
full poang. Redovisadlsningarna @ ett @dant &tt att beakningar och resonemaray latta att
folja. Motivera \al och skriv prydligt och ordentligt.

Uppgifterna 1 och 2 svarar mot varsin kontrollskrivning.dBant pa kontrollskrivning nummer
5 far automatiskt 4 pang @ uppgift; (som da inte belver bsas).

Uppgifterna 3—6 tar upp grunatyjgande kunskaper ocértligheter. Uppgifterna 7-8 lite mer
avancerade. Den som siktax petyg C eller bigre naste samla ett antal fng @ dessa uppgifter,
sk VG-pang.

Prelimirara betygsginser: A—31 pang varav minst 8 VG ging, B—26 pang varav minst 5 VG
poang, C-21 pang varav minst 2 VG ging, D-17, E-15, Fx-14.

Det finns nojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontaksa fall din kursledare
(Kristian Bjerklov, Gunnel Roman eller Maria Saprykina).

Inga halpmedekr tillatna.

Uppgifter som motsvarar varsin KS

(1) a). Los olikheten
1 1

> .
1—=x 14+«

(2p.)
b) Los ekvationenz — 2| + 2z = 1. (2p.)

Losning a) Vi har
1 - 1 1 1
l—2z 14z l—2 14z

> 0.

Eftersom
1 1 2z

l—z 142 (1—-z)(1+2)
sa kan vi skriva olikheten som

2

A—o)i+a) "




For att under8ka for vilka z denna olikhetr uppfylld gir nu ett teckenschema:

T -1 0 1

2z - - 0 + +
142 |- 0 + + +
1—x |+ + + 0 -
(l_gjﬁ + ejdef. - 0 + ejdef. -

Fran detta dljer att olikheterar uppfylld for allaz shdana atd < = < 1 ellerz < —1.
Svar: For allaz sadana ath < z < 1 ellerz < —1.
b) Eftersomz — 2 vaxlar tecken vidr = 2 delar vi upp analysen dfjande t\a fall:
Fall z > 2. | detta intervall kan ekvationen skrivas (efterspm- 2| = z — 2)
r—24+2xz=1

vilket gerz = 1. Observera att = 1 ej uppfyllerz > 2, s det finns ingadsningar i
detta fall.
Fall z < 2. Har kan ekvationen skrivas (fy — 2| = —(z — 2))
—(r—=2)+2x=1

vilket gerx = —1. Vi noterar attz = —1 liger i det betraktade intervallet.
Sammanfattningsvis har den givna ekvationen den uii&aihgenr = —1.

Svar: z = —1.

(2) a). Los ekvationein z + cosx = 0. (2p.)
b). LOs ekvationer”® — e * = 6. (2p.)
Losning a) Ekvationensin z + cosx = 0 kan skrivassinz = — cos z, vilket ar uppfyllt
precis &

tanx = —1.

Vi vet att tan(—7/4) = —1, och att funktionenan ¢ ar monotont éxande g intervallet
| —m/2,7/2[. Alltsdarx = —1 den endadsningen i intervallet— 7 /2, 7 /2|. Vidare vet
vi att tan ¢ ar enw-periodisk funktion. @ledes dljer det att alladsningar till ekvationen
ar pa formenr = —n/4 + nm,n € Z.

Svar: z = —nw/4 + nm,n € Z.
b) Vi har
e —e T =6<=e" —1=06" < e —6e"—1=0.
Om vi sattert = e? far vi andragradsekvationen
t?—6t—1=0
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som har dsningarna = 3 + /10 ocht = 3 — /10. Eftersome® > 0 for allaz, och
eftersom3 — /10 < 0, saar den enda fjligheten att

e = 34+ /10.
Detta gerz = In(3 + v/10).
Svar:z = In(3 + v/10).
G—-uppgifter

(3) For vilka x galler olikhetenw?® + 22 > 322?

Losning Olikheten kan skrivag® + 2z — 322 > 0. Det ar latt att se att vi har har
faktoriseringen
2?4+ 22— 322 =w(2* -3 +2) = 2(x — 1)(z - 2).

Vi undergker rar olikhetenar uppfylld med hilp av en teckentabell:

x 0 1 2
T -0 + + +
x—1 - - 0 + +
z -2 - - -0+
z(xr—1)(z—-2)|- 0 + 0 - 0 +
Fran detta dljer att olikheten gller A0 < » < 1 ellerz > 2

(4) a) Visa att

. (2p.)
b) Laty = arctan 7 Besimcos y. (2p.)

Losning a) Med hilp av de trigopnometriska formlerna kan vi skriva

1 —cos2x 1—(1—2sin*2) 2sin’ x sin x .
sin 2z 2sinx cosx 2sin x cos x COS &

b) Eftersomarctan(1/2) ligger i intervallet]0, 7 /2[ s& infor vi en ratvinklig triangel
som har en vinketr = arctan(1/2), dar den motstende katetern haahgd1 och den
narliggande kateterrahgd2 (sdtan o = 1/2). Rita figur! Pytagoras sats ger att hypote-
nusan hardngdeny/12 + 22 = /5. Fran definitionen avos foljer nu attcos o = 2/+/5.

Svar: cosy = 2/\/5



(5) | en geometrisk summir kvoten 3. Summan beéstav 10 termer, och produkten av de
tre forsta termernar 54. Beédkna summan.

Losning Eftersom summaar geometrisk, beat av 10 termer och har kvoten & saste
summan vara®@formen

a+3a+a3*+ ...+ a3
Vi vet att produkten av de trédfsta termerna ska vara 54, vilket betyder att
54 = a(3a)(9a) = 27a°.
Fran dettadljer atta = 2'/3. Anvander vi nu formelndr en geometrisk summarvi

10_1 310_1

— 21/3

3
a+3a+a32+...+a39:a :2*2/3(310_1).

3—1
Svar: Summarar2-2/3(310 — 1).

(6) a) Los uty som funktion avr ur formeln
In(y—1) —In2=z+1Inuz.

(2p.)
b) For vilka = galler olikheten

In(z? —2) <Ilnx?
(2p.)
Losning a) Vi har
Inly—1)—In2=z+hr<=Iny—1)—In2—-Inz ==z
Med hjlp av logaritmlagarna kan vi skriva

—1
Inly—1)—In2—Inz=In(y—1) — (In2+Inz) =In(y —1) —In2z =In y2
x
Salunda har vi
y—1
In =z,
2z
vilket ger
y—1_ .
= e”.
2z
Fran detta dljer slutligen
y = 2xe® + 1.

Svar: y = 2xe” + 1.

b) Vi noterar brst attln = ar definieratdr allaz > 0 ochln(z? — 2) ar definierad ér
allaz sadana att:> — 2 > 0, dvs fr allaz som uppfyller|z| > /2. For att thda dessa
villkor ska vara uppfyllda raste vi allt& haz > /2. Detar endast&danar som vi kan
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betrakta. Vidare vet vi att funktiondn ¢ ar vaxande, dvént < Ins = t < s. For att
|6sa olikheten ska vi alléshitta allax > +/2 sddana att:2 — 2 < z.

Olikhetenz? — 2 < z ar ekvivalent med:? — 2 — z < 0. Eftersomz? — 2 — 2 =
(x 4+ 1)(x — 2) ser vi (t ex med Hilp av teckentabell) att? — 2 — x < 0 precis d
€ [—1,2].

Sammanfattningsvis: olikhetdn(z? — 2) < Inz galler for allaz sidana att/2 <
x < 2.

Svar: Olikhetenar uppfyld ®r allaz sddana att/2 < = < 2.
VG-uppgifter

(7) Lat f(x) = x - 2*. Beshim tala ochb sa att
flx+2)+af(r+1)+0bf(x) =0 forallax € R.

Losning Vi ser att

flz+2)+af(z+1)+bf(z) = (z+2)2" + a(x + 1)2°T + 22" =

=4(x +2)2% 4+ 2a(x + 1)2° + bx2” = (4(x + 2) + 2a(x + 1) + bx)2".
Eftersom2® > 0 for allaz maste vi allté hittaa ochb sa att
Az +2)+2a(r+ 1)+ bz = 0forallaz € R.
Vi har
d(x+2)+2a(x+ 1)+ br =4x + 8+ 2ax + 2a + bxr = (4 + 2a + b) + (8 4 2a).
For att detta ska vara nolbf allax € R maste vi hat + 2a +b = 0 och8 + 2a = 0, dvs
a = —4ochb = 4.
Svar: a = —4 ochb = 4.

(8) Antag att tredjegradsekvationen
2 +ar+b=0
har en dubbelrot (dvsz; = x, = r ar rotter). Beshm den tredje (och sista) rotep.

Losning Att ~ ar en dubbelrot betyder att tredjegradspolynomet iatiehfaktorn
(x — )2
Vi l aterz s beteckna den tredje rotenaar vi faktoriseringen
P rar+b=(r—7r)*(r—1x3) = (2% — 2rz + %) (z — x3).

VL saknarz?-termer, och koefficienten framf z2-termen i HLar —(2r + z3). Eftersom
likhet ska galla (polynomet i @nsterledet ska vara samma som déigériedet) raste vi
alltsd ha—(2r + x3) = 0, dvszz = —2r.



Svar. 3 = —2r.

(9) Visa att
n—1 n
PEEILEDY (Z) gt forallan > 1.
k=0 k=1

Tips: Tank & att summan i &nsterledeéir en geometrisk summa.

Losning Vi antar forst attx # 0. Eftersom vi har en geometrisk summaansterledet
har vi

VL — (14+z)"—1 _ (1+2) —1.
(I1+2)—1 x
Enligt binomialsatsen har vi

(1+2)" = ; (Z)xk = (g) + (T)x+ (Z)x2+...+ (Z)x”

Eftersom(}}) = 1 har vi

(1+a)"—1= (T)x—i— (Z)w2+...+ <Z)x”

Dividerar vi bagge sidor med far vi

VL = % - (?) + <Z)x—|——|— (Z)ﬁ* - i <Z>xk_1 — HL.

k=1
Omz =0 farviniVLoch (7) =niHL, s& VL = HL ocksa i detta fall.



