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Det finns m̈ojlighet att komplettera betyget Fx inom 4 veckor. Kontaktai så fall Maria Saprykina
(masha@kth.se).

1 a).Lös ekvationen
1

x
+

1

x− 2
− 2

x(x− 2)
= 6. (2p.)

Lösning: Observera att ekvationen ovanär endast definierad för x 6= 0 ochx 6= 2. För s̊adanax
är ekvationen ekvivalent med

x− 2

x(x− 2)
+

x

x(x− 2)
− 2

x(x− 2)
− 6x(x− 2)

x(x− 2)
= 0 ⇔

x− 2 + x− 2− 6x(x− 2)

x(x− 2)
= 0 ⇔ −6x2 + 14x− 4

x(x− 2)
= 0.

För x 6= 0 ochx 6= 2 är detta ekvivalent med .

6x2 − 14x+ 4 = 0

Ekvationen ovan har rötterx = 2 ochx = 1

3
. Rotenx = 2 ligger inte i definitionsm̈angden av de

givna funktionerna.
Svar: x = 1

3
.

b). Lös olikheten
2 + 2x

1− x2
≤ 1. (2p.)

Lösning: Olikhetenär ekvivalent med

2 + 2x

1− x2
− 1 ≤ 0 ⇔ 2 + 2x− (1− x2)

1− x2
≤ 0 ⇔ (x+ 1)2

1− x2
≤ 0.

Eftersom ẗaljaren (x + 1)2 alltid är positiv, sammanfaller uttryckets tecken med tecknet av
nämnaren (f̈or x 6= ±1):

(x+ 1)2

1− x2
≤ 0 ⇔ 1− x2 < 0 ⇔ (1− x)(1 + x) < 0.

Den sista olikheten har̈ar uppfylld för x ∈ (∞,−1) ellerx ∈ (1,∞).
Svar: x ∈ (∞,−1) ellerx ∈ (1,∞).

2. Lös ekvationenln x− ln
2

x
= ln(x+ 4).

Lösning Ekvationen̈ar endast definierad för s̊adanax attx > 0, 2

x
> 0 samt(x+4) > 0. De tre

villkorna samtidigt g̈aller för allax > 0.



2

För x > 0 är ekvationen ekvivalent med

ln x+ ln
x

2
= ln(x+ 4) ⇔ ln

x2

2
= ln(x+ 4) ⇔

x2

2
= x+ 4 ⇔ x2 − 2x− 8 = 0 ⇔ x = −2 ellerx = 4.

Rotenx = −2 uppfyller inte villkoretx > 0, allts̊a är det ingen l̈osning till den ursprungliga
ekvationen.

Svar: x = 4.

3. Lös ekvationen|x− 1|+ 2|x| = 4.

Lösning: Notera att|x| = x för x ≥ 0 och |x| = −x för x < 0; |x− 1| = x− 1 för x ≥ 1 och
|x− 1| = 1− x för x < 1. Vi delar analysen i tre fall.

Fall x < 0. I detta intervall har ekvationen form

1− x− 2x = 4 ⇔ x = −1.

x = −1 ligger i intervalletx < 0, allts̊a är det en l̈osning.
Fall 0 ≤ x < 1. I detta intervall har ekvationen form

1− x+ 2x = 4 ⇔ x = 3.

x = 3 ligger inte i intervallet0 ≤ x < 1, allts̊a är det ingen l̈osning.
Fall x ≥ 1. Ekvationen har form

x− 1 + 2x = 4 ⇔ x =
5

3
.

x = 5

3
ligger i intervalletx ≥ 1, allts̊a är det en l̈osning.

Svar: x = −1 ellerx = 5

3
.

4. Lös ekvationensin(2x) = tan x.

Lösning: Observera att ekvationen har mening endast då cos x 6= 0, dvs f̈or x 6= π/2 + πk,
k ∈ Z.

Skriver om ekvationen:

2 sin x cos x =
sin x

cosx
⇔ sin x

(

2 cos x− 1

cos x

)

= 0.

Dettaär uppfylld d̊a

sin x = 0 eller 2 cos x− 1

cos x
= 0.

Ekvationensin x = 0 har lösningarx = πk, k ∈ Z.
Den andra ekvationen kan skrivas om (för x 6= π/2 + πk) som

2 cos2 x = 1 ⇔ cos x =
1√
2

eller cosx = − 1√
2
.

Ekvationencos x = 1
√

2
har tv̊a upps̈attningar l̈osningar:

x = π
4
+ 2πk ellerx = −π

4
+ 2πk, k ∈ Z.
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Ekvationencos x = − 1
√

2
har tv̊a upps̈attningar l̈osningar:

x = 3π
4
+ 2πk ellerx = −3π

4
+ 2πk, k ∈ Z.

Svar: x = πk ellerx = ±π
4
+ 2πk ellerx = ±3π

4
+ 2πk därk ∈ Z.

5a).Ber̈akna summan (2p.)

3 + 2 · 3 + 2 · 32 + 2 · 33 + · · ·+ 2 · 3n−1.

Lösning: Summan kan skrivas om som

3 + 2
n−1
∑

k=1

3k.

BetecknaS =
∑n−1

k=1
3k. Vi kan ber̈akna(3S − S) på två olika s̈att: det enäar (3S − S) = 2S.

Det andräar att utf̈ora substraktionen term-för-term (se boken); d̊a får vi

2S = 3n − 3 ⇔ S =
3n − 3

2
.

Vi f år:

3 + 2
n−1
∑

k=1

3k = 3 + 2S = 3 + (3n − 3) = 3n.

b). En följd av positiva tal bildar en geometrisk talföljd. Visa att talens logaritmer (med godtyck-
ligt bas) bildar en aritmetisk talföljd. (2p.)
Lösning: En talföljd a0, a1, a2, . . . , an, . . . är geometrisk om det finns en konstantx sådan att

a1 = xa0, a2 = xa1, ochan = xan−1 för allan.

Det inneb̈ar att log a1 = log(xa0) = log x + log a0, log a2 = log x + log a1, och log an =
log x+ log an−1 för allan. Det betyder att

log a1 − log a0 = log x, log a2 − log a1 = log x, . . . log an − log an−1 = log x . . . .

dvs, talenlog a0, log a1, log a2, . . . , log an, . . . bildar en aritmetisk talf̈oljd (med differensen
d = log x).

6. Ange alla reella talx för vilka
∑

4

k=1

(

4

k

)

xk = 0.

Lösning: Enligt binomialsatsen,
∑

4

k=0

(

4

k

)

xk = (1 + x)4. Alltså

4
∑

k=1

(

4

k

)

xk =
4

∑

k=0

(

4

k

)

xk − 1 = (1 + x)4 − 1,

och ekvationen ovan kan skrivas om som(1 + x)4 − 1 = 0 ⇔ (1 + x)4 = 1. Denna ekvation har
två reella r̈otter:(1 + x) = 1 eller (1 + x) = −1, dvsx = 0 ellerx = −2.

7a).Låtf(x) = arcsin x. Besẗam definitionsm̈angd och v̈ardem̈angd f̈or f(x). (2p.)

Lösning: Df = [−1, 1], Vf = [−π
2
, π
2
].
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b). Låtg(x) = arcsin x
1+x

. Besẗam definitionsm̈angd f̈or g(x). (2p.)

Lösning: g(x) är definierad endast för dex som uppfyller−1 ≤ x
1+x

≤ 1.
1). Löser den f̈orsta olikheten: x

1+x
≥ −1 ⇔ x

1+x
+ 1 ≥ 0 ⇔ 2x+1

1+x
≥ 0.

Teckentabellen ger:x < −1 ellerx ≥ −1/2.
2). Löser den andra olikheten:x

1+x
≤ 1 ⇔ x

1+x
−1 ≤ 0 ⇔ −1

1+x
≤ 0. Detta g̈aller d̊ax+1 > 0,

dvsx > −1.
Båda olikheternäar uppfyllda endast för x ≥ −1.

Svar: x ≥ −1/2.

8. För vilka reella talx är
x2 + 3

|x| − 5
< 20?

Lösning: Ekvationen̈ar ekvivalent med

x2 + 3

|x| − 5
− 20 < 0 ⇔ x2 + 3− 20(|x| − 5)

|x| − 5
< 0 ⇔ x2 − 20|x|+ 103

|x| − 5
< 0.

Låt oss studera täljaren. F̈or x ≥ 0 är den lika medx2 − 20x + 103 = (x − 10)2 + 3. Dettaär
positivt för alla tillåtnax. För x < 0 är ẗaljaren lika medx2 + 20x+ 103 = (x+ 10)2 + 3. Detta
är positivt f̈or alla tillåtnax.

Alltså, tecken av den ursprungliga olikheten sammanfaller med tecknet av n̈amnaren(|x|−5).
Vi har: (|x| − 5) < 0 ⇔ |x| < 5 ⇔ x ∈ (−5, 5).
Svar: x ∈ (−5, 5).

9. Besẗam alla reella konstanterk sådana attx2 + 2kx+ 4k2 − 2k = 0 har
a) en dubbelrot (tv̊a lika rötter);
b) två olika reella r̈otter,x1 ochx2;
c) Besẗam d̈arefter (utan att derivera) värdet avk sådan att|x1 − x2| blir så stor som m̈ojligt.

Ange det maximala v̈ardet.

Lösning PQ-formeln f̈or rötterna ger:

x1,2 = −k ±
√

k2 − (4k2 − 2k) = −k ±
√
−3k2 + 2k

a). R̈otternaär lika precis d̊a−3k2 + 2k = 0, dvsk = 0 ellerk = 2/3.
b). Rötternax1,2 är olika och reella precis då (−3k2 + 2k) > 0, dvsk ∈ (0, 2/3).
c). I detta fall|x1 − x2| = 2

√
−3k2 + 2k. Detta v̈ardetär sẗorst för k = 1/3. Det maximala

värdet av|x1 − x2| är2/
√
3.


