Tentamen SF1661 Perspektiv pA matematik
Lordagen 18 februari 2012, klockan 09.00 — 14.00
Svar och 16sningsforslag

(1) Skissera den méngd i xy-planet som bestar av alla punkter som uppfyller olikheten
(x+3)*+ (y —4)* < 25.

Avgor ocksa utan att hianvisa till din skiss, om det finns det nagot talpar (x,y), dér
x > 0 och y < 0, som uppfyller denna olikhet.

Losning. Den angvina méinden bestar av alla punkter sadana att kvadraten
pa deras respektive avstand till punkten (—3,4) &r mindre eller lika med 25, dvs
méngden utgors av en sluten (randen ingar) cirkelskiva med medeplpunkt i (—3,4)
och radie 5 langdenheter. Speciellt passerar randcirkeln genom origo.

Antag nu att (x,y) &r en punkt ddr x > 0 och y < 0. Da &r |z + 3| > 3 och
ly — 4] > 4 sa att

(x+3)*>3"=9 och (y—4)°=|y—4*>4*=16.
Foljaktligen ar da
(x+3)%+ (y—4)*> > 9+ 16 = 25,
dvs (z,y) tillhor inte den angivna méngden
Svar. Den angivna méngden &r en sluten cirkelskiva med medeplpunkt i (—3,4)

och radie 5 ldngdenheter. Inga punkter (z,y) dir x > 0 och y < 0 ingar i denna
cirkelskiva.

(2) a) Vilka reella tal kdnnetecknas av att de har en icke-periodisk oéndlig decimal-
braksutveckling? Ge exempel pa tva sadana tal.
b) Talet a kan skrivas exakt med den periodiska decimalbraksutvecklingen a =
0.121212.... Kan man uttrycka a exakt pa nagot annat siatt? Ange i sa fall detta
pa enklast mojliga form.

Losning. a) Det dr de irrationella talen och inga andra tal dr de som har icke-
periodisk o#ndlig decimalbraksutveckling. v/2 och 7 dr exempel pa sadana tal.
b) Lat a = 0.121212... . Da &r 100a = 12.1212... och
12 4

99a = 100a — a =12.1212... - 0.121212.. . =12 — a= — = —.
a a—a a 9 — 33

Svar. a) Det &r precis de irrationella talen som har icke-periodisk oéndlig deci-

malbraksutveckling. v/2 och 7 dr exempel pa sadana tal. b) a = 33




(3) Forklara vad som menas med att en funktion &r inverterbar. Visa sedan att funk-

tionen
=+In(z+1)+2, x>0,

ar inverterbar, och bestdm dess invers.

Losning. En funktion f : X — Y &r inverterbar om det till varje y € Y finns
precis ett € X sédant att f(z) =vy.

Antag nu att f(z) = \/In(z + 1) +2, x > 0 och att y = f(x). Eftersom rotfunk-
tionen alltid ar icke- negatlv per deﬁmtlon foljer att y > 2. Det giller da att

=VIn(z+1)+2 <= y—2=+/In(z+1) <= (y—2)* =z +1)
e WD o p 1] = p=eW D 1.

(Den andra ekvivalensen y —2 = y/In(z + 1) <= (y—2)? = In(x+1) &r verkligen
en ekvivalens eftersom vi har konstaterat att y > 2, det utesluter mojligheten att
(y—22=In(z+1) = y—2=—/In(z+1)).

Alltsa géller att for varje y > 2 finns precis ett # = z(y) = e®=2” — 1 sadant att
y = f(z), dvs f &ar inverterbar och dess invers ges av

FHa) =" — 1.

Svar. En funktion f: X — Y &r inverterbar om det till varje y € Y finns precis
ett x € X sadant att f(x) = y. Med f som i uppgiften &ar f inverterbar och dess
invers ges av f~(x) = e®2° — 1.

(4) Lat z och w var de komplex talen z = 2 4 2¢ och lat w = 4 — 4i.
a) Skriv z och 21 pa polir form. (2p)
b) Forenkla foljande uttryck sa langt som mojligt
(24 24)1°
-— 2
(4— &) (2p)

Losning. a) Om z = 2 4+ 2i &r 2| = v/22 + 22 = /8 = 2%/2 54
1 s
z:2+2i:23/2< +z—)—2\/_(cos +isin — )

Det foljer att
10 10 10 2 2
210 = (23/2)10 (cos 1 + isin Z) = 230/2 (cos Tﬂ + isin l) = 2% (cos Zﬁ + isin _7r>

:215( 7T>:215.
cos2—|—zsm2 1



b) Om w = 4 — 4i ar |w| = /42 + (—4)2 = /32 = 4/2 = 2%/ och
1 1 7T 7T
w=4—4i =42 —= —i— :25/2<cos—+z'sin—>
<\/§ \/§> 4 4
sa
7 7\
w4:(25/2)4 (:os—7T—|—z'sir1—7T =219 ( cos
4 4
= 2'%(cos Tmr + isin Tmr) = —21°

Det foljer att

470 4-77?)
+ 2s1In 1

(2+2i)10 215 g |
= = 2% = —32
(4— i)t —210 ! !

Svar. a) z = 2v2 (cos T 4+ isinZ) och z'0 = 2%, b) —32i.

(5) Ar det sant att In(z +y) = In(z) - In(y) for alla z > 0, y > 0?
Ar det sant att In(xy) = In(z) + In(y) for alla 2 > 0, y > 07

Bevisa dina pastaenden! Du far dar sa &dr lampligt anvinda dig av potenslagarna
utan att bevisa dessa.

Svar = Losning. Det &r inte sant att In(z + y) = In(x) - In(y) for alla z > 0,
y > 0, eftersom t ex x =y =1 ger

VL =In2=In(1+1)#mnl+nl1=0+0=0=HL.

Déremot dr det sant In(zy) = In(x) + In(y) for alla z > 0, y > 0 ty

VL. _

e en@y) — gy,

och
6H.L. — eln(m)+ln(y) — eln(a}) . eln(y) =z-y= 6V.L.7

b

dér andra likheten fojer av potenslagarna. Eftersom e* = € <= a = b foljer att

V.L. = H.L.

(6) Los ekvationen 4sin®z — 4cosz = 1.
Losning. Vi utnyttjar forst trigonometriska ettan till att skriva ekvationen som
3
4 (1 — cost) —4cosz =1 <= 4cos’r +4cosr —3=0 <= cos’x +cosz — 1= 0.

Lat sedan t = cosz, da ar —1 <t < 1. Vi substituerar i ekvationen och far

2

, . 3 1\* 1 3 1\? 1 1
t+t—zl:0<:> t+-) ———==0 < t+§ =1 <= t+§ :i1<:>t:—§i1.



1 1
Eftersom —1 <t <1léart= 5 enda 16sning, dvs cosx = — vilket &dr ekvivalent med

att
T+2
T = 5’::_ nr ,n € Z.
T—FQ?”L?T

Svar. r = g + 2nm eller x = —% + 2nm for godtyckliga heltal n.

(7) a) Formulera Binomialsatsen! (1p)
b) Visa att
" /n
— on
(1)
k=0
for alla naturliga tal n. (2p)
c¢) Tolka formeln
" /n
—on
> (1)
k=0
som ett pastaende om Pascals triangel. (1p)

Losning=Svar a) Binomialsatsen lyder som féljer:
For varje naturligt tal n géller att

R S () L ST () U R e et}

k=0

b) Om vi sitter a = b =1 i Binomialformeln fas
" (n "~ (n
2" =(1+1)" = 1" 7* 1k = ( ) V.S.B
e G-

¢) Numrera raderna i Pascals triangel sa att toppraden som bara bestar av en etta
ges nummer 0, nésta rad bestaende av tva ettor ges nummer 1 osv .

Pastaendet sédger da att summan av talen i rad nr n i Pascals triangel ar 2". Till
exempel fas for n = 2:

14+2+41=4=2%




(8) Hur manga reella 16singar har ekvationen x'% = ¢3?

Bestam pa lampligt sétt ett rationellt ndrmevérde till varje reell 16sning.

Losning

100 skiir linjen

Fran en en skiss ser man att den parabelliknande kurvan y = =
y = €3 i tva punkter, dessa har z-koordinater z = +¢3/100,

Vi bestdmmer nu ett narmevirde till €% genom linjir approximation av funk-
tionen f(t) = €' kring t = 0. Vi har att f'(t) = e’ sa f(0) = f'(0) = ¢” = 1. Formeln

for linjar approximation sdger att

f(t) = fla) + f(a)(t = a)

for ¢ nidra a. Med f(t) = €' och a = 0 far vi

et~ 1+t
. 3 103
3100 4 0 0
100 100
. . . 3/100 103
Svar Ekvationen har tva reella 16sningar x = +e ~ j:m ==+1.03 .

(9) Bevisa att det finns oéndligt manga primtal.

Losning. Se kurslitteraturen, Gottlieb, Aritmetik, sidan 11.




